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Chapitre IV Les Ext de faisceaux de modules.

4.1. Les foncteurs Homo (4, B) et Homo (4, B). Soit X un espace topo-
logique muni d'un faisceau O d’anneaux avec unité, et soit C° la catégorie
abélienne des O-Modules (a4 gauche) sur X (cf.3.1). Si A et B sont deux
O-modules, nous désignons par Homo (A4, B) le groupe des O-homomorphismes
du premier dans le second (ce groupe est en fait un module sur le centre de
T(Q)). Si U est une partie quelconque de X, on posera

Home (U; A,B) = Homo v (A|U, B|U)
(ot F|U désigne, comme d’habitude, la restriction d’un faisceau Fa U). Bien
entendu, si VU, on a un homomorphisme naturel Home (U; A, B)— Home
(V, A, B), et on vérifie immédiatment que si on se restreint aux parties
ouvertes U de X, les groupes Homo(U ; A, B) forment un faisceau sur X, noté
Homyo (A4, B). Ainsi par définition, on a

4.1.1) T (U,Homse (A, B)) = Homo (U ; A, B)
et en particulier, faisant U = X:
“4.1.2) Home (A, B) = I' (Homo (A, B)).

Drailleurs, Homo (A,B) peut aussi étre considéré comme un faisceau de
modules sur le centre O de O.

Rappelons que Homo (A, B) est un foncteur additif exact & gauche en les
deux arguments A, B € C°, 4 valeurs dans les groupes abéliens. On en con-
clut que Homyo (A, B) peut aussi étre regardé comme un foncteur exact a
gauche en les deux arguments A, B € C°, a valeurs dans la catégorie C¥ des
faisceaux abéliens sur X, (ou méme a valeurs dans la catégorie C°). Comme
d’habitude, tous les homomorphismes que nous écrirons seront ‘“fonctoriels”.
Ce numéro donne quelques propriétés auxiliaires des foncteurs envisagés,
préliminaires 4 1’étude de leurs foncteurs dérivés.

Soient A, B € C9, et soit x € X. Pour tout ouvert IJ contenant %, on a un
homomorphisme évident Homo (I ; A, B) = Homo (»)(A(x), B(x)), d’ou par passage
a la limite inductive sur les voisinages ouverts de x, un homomorphisme
naturel
(4.1.3) Homy (A, B) (x) - Homo ) (A(x), B(x))
que nous allons étudier. Nous dirons que A est de type fini en x si on peut
trouver un voisinage ouvert U de xtel que A|U soit isomorphe a un quotient
de (O|U)" (ou » est un entier fini > 0); A est dit pseudo-cohérent en x si on
peut trouver un voisinage ouvert U de x, et sur U une suite exacte d’homo-
morphismes O™ —0"— A—0 (m, n entiers finis > 0). Nous dirons que A
est de type fini (resp. pseudo-cohérent) s’il I'est en tout point. Ceci posé :

PRrROPOSITION 4.1.1. L'homomorphisme (4.1.3) est un monomorphisme si A
est de type fini en x, et un isomorphisme si A est pseudo-cohérent en x.

Supposons A de type fini en x, alors, en se restreignant au besoin 4 un
voisinage convenable de x, on a une suite exacte O" — 4 — 0 d’oi une suite
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exacte 0 — Homyo (A, B) > Homg (O”. B), et une suite exacte 0*(x) - A(x) — 0,
d’oi une suite exacte 0— Homo () (A(x), B(x)) — Homo sy (0*(%), B(x)). On en
déduit un homomorphisme de suites exactes:

0 — Homo (A, B) (x)—— Homyo (0%, B) (x)

0 — Homo, (A(x), B(x)) = Homo, (0%(x), B{x)).
Or on a Homyp (0% B) = Homy (O,B)” = B*, car on a un isomorphisme
canonique
4.3.4) Homyo (O, B) = B.
Les groupes dans la derniére colonne du diagramme s’identifient donc res-
pectivement a B(x)® et Homo ¢, (O(x), B(x))* = B(x)?, donc le dernier homo-
morphisme vertical est un isomorphisme, d'ot on conclut aussitét que le
premier homomorphisme est un monomorphisme. Supposons maintenant gue
A soit pseudo-cohérent en x, c’est-d-dire (en se restreignant au besoin 4 un
voisinage convenable de x) quon a une suite exacte O™ — 0" —~>A—0. Se
servant toujours de I'exactitude a gauche des foncteurs Hom, on en conclut
encore un homomorphisme de suites exactes :

0 —Homyo (A, B)(x) — Homyo (0", B) () —— Homyo (0™, B) (x)

0 — Homo, (A(x), B(x)) = Homo, (0™(x), B{x)) — Homo,) (0™(x), B(x)).
Nous avons déja remarqué que les deux derniers homomorphismes verticaux
sont bijectifs. Il en résulte aussitot que le premier homomorphisme vertical
est un isomorphisme.

Supposons maintenant que B soit un objet injectif de la catégorie abélienne
CO%, peut on en conclure que B(x) est un O(x)-module injectif ? En vertu du
lemme 1 de 1.10., il suffit de vérifier que pour tout idéal 4 gauche a de O(x)
et tout O(x)-homomorphisme de a dans B(x), ce dernier peut se prolonger en
un O(x)-homomorphisme de O(x) dans B{x). Comme la restriction d'un O-
Module injectif 4 un ouvert est encore injectif (prop. 3.1.3), il suffit pour ceci
que l'on puisse trouver un voisinage ouvert U de x, un sous-Module A de
O|U, enfin un homomorphisme # de A dans B|U, de telle facon que A(x) = a
et que '’homomorphisme de A(x) dans B{x) défini par # soit 'homomorphisme
donné a — B(x). D’ailleurs, si A est pseudo-cohérent en x, l'existence de #
résulte automatiquement de prop. 4.1.1. Prouvons alors:

LEMME 1. Supposons que O soit un faisceau cohérent d'anneaux [15, Chap.
I, par.2), soit M un O-Module cohérent (“faisceau cohérent de modules” dans
la terminologie de [15]), et n un sous-module de type fini de M(x). Alors il
existe, sur un voisinage ouvert convenable U de x, un sousfaisceau cohérent N
de M tel que N(x) = n.

Soit (7:) un systéme fini de générateurs de n (1 <7< k). Pour tout Z, on
a m € M(x), donc »; = fi(x), ou f; est une section de M définie dans un voisi-
nage ouvert de x. On peut supposer tous les f; définis dans un méme voisi-
nage ouvert U, ils définissent alors au dessus de U un homomorphisme
O*—> M. On prendra pour N l'image de ce homomorphisme, qui est cohérent



SUR QUELQUES POINTS D’ALGEBRE HOMOLOGIQUE 187

comme sous-module de type fini du faisceau cohérent M. Tenant compte alors
des réflexions qui ont précédé le lemme 1, on trouve:

PRrOPOSITION 4.1.2. Supposons que O soit un faisceau cohérent d'anneaux
noethériens @ gauche. Alors pour tout O-module injectif B et tout x € X, B(x)
est un O(x)-module injectif.

Enfin, signalons encore :

ProrosiTION 4.1.3. Soient A et B deux O-modules. Si B est injectif alors
Homyo (A, B) est un faisceau flasque (cf. 3.3).

En effet, une section de ce faisceau sur 'ouvert U s’identifie 4 un homo-
morphisme du O-module Ay dans B (ou la notation Ap est celle de 3.5), donc
(B étant injectif) se prolonge en un homomorphisme de A dans B, i.e. en
une section de Homyp (A4, B) sur tout X.

4.2. Les foncteurs Ext} (X, A, B) et Ext} (A, B) et la suite spectrale
fondamentale. En vertu du corollaire a prop.3.1.1., on peut prendre les
foncteurs dérivés de tout foncteur covariant additif défini sur C°. En parti-
culier, cela parmet de construire comme d’habitude les foncteurs Ext? (A, B)
dans C° comme foncteurs dérivés droits du foncteur B — Hom (A, B) dans C°,
a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. Pour éviter des confusions
de notations, nous allons cependant noter ces foncteurs Ext} (X; A, B), (indi-
quant dans la notation a la fois I'espace X et le faisceau d’anneaux O). Nous
poserons, pour toute partie U de X.

4.2.1) Ext} (U; A, B) = Extov(U; A|U, B|U).

Compte tenu de la proposition 3.1.3 et du fait que le foncteur B — B|U est
exact, on voit que les Ext3 (U; A, B) sont les foncteurs dérivés droits du
foncteur B — Homo (U; A,B) sur C°. Les homomorphismes fonctoriels
Homo (U ; A, B)— Homo (V; A, B) définissent par suite des homomorphismes
pour les foncteurs dérivés droits:

(4.2.2) : Exty (U; A, B)—Ext}(V; A, B) (VvcU)

grace auquels le systéme des Ext} (U ; A, B), pour U ouvert variable, devient
un préfaisceau abélien sur X, noté Ext} (— ; A, B).

On peut aussi considérer les foncteurs dérivés droits de Homo (4, B)
par rapport 4 B, onles note Ext} (A, B). Ici, tenant compte de prop. 3.1.3
et de la relation évidente Homy (A, B)|U = Homey (A|U, B|U), on trouve
des isomorphismes .

(4.2.3) Ext} (A, B)|U = Ext},, (A|U, B|U))

(C’est pourquoi on se dispense de préciser dans la notation sur quel espace
on se place). De facon imagée, les foncteurs Bxt} (A, -B) sont de nature locale
(contrairement aux foncteurs Ext}(X, A, B), essentiellement “globaux”). En
vertu de lemme 3.7.2, Ext5(A, B) peut étre considéré aussi comme le faisceau
associé au préfaisceau Ext§ ( —;A, B) défini ci-dessus.

Les considérations de la fin de 2.3 montrent que les Ext} (X; A, B) resp,



188 A.GROTHENDIECK

les Extj (A, B) forment non seulement des foncteurs cohomologiques covariants
Dar rapport a B, mais aussi des foncteurs cohomologiques contrevariants par
rapport a A, grdce au fait que pour B injectif, les foncteurs A — Homo(A, B)
et A — Homyo (A, B) sont exacts. (Le deuxiéme fait se vérifie immédiatement
a partir du premier, grdce a prop. 3.1.3).

Remarquons enfin, pour finir les sorites, que les Ext3(X; A, B) sont des
modules sur le centre de I(0), et que les Ext} (A, B) sont des Modules sur
le faisceau d’anneaux O! centre de O.

La formule (4.1.2) peut aussi s’écrire, en désignant par k. resp. hy le
foncteur covariant de C° dans la catégorie C des groupes abéliens, resp.
C¥, défini par
(42.4) h4(B) = Homo (A,B), h.(B)= Homo (4,B):

hA = P hA.
Donc k. apparait comme un foncteur composé, qui est justiciable de théoréme
2.4.1 en vertu de prop. 4.1.3 et du corollaire a la prop. 3.3.1. On obtient
donc:

TufOREME 4.2.1. Soit X un espace topologique muni d'un faisceau d'an-
neaux avec unité 0, soit C° la catégorie des O-Modules sur X. Soit A € C° un
O-module fixé. Alors il existe sur C® un foncteur spectral cohomologique,
aboutissant au foncteur gradué (Exth (X; A, B)), et dont le terme initial est

(4.2.5) IM(A, B) = H* (X, Ext} (A, B)).

On en conclut en particulier-des “edge homomorphisms”
H(X, Homo (A, B)) - Ext}(X; A, B),
Extj(X; A, B)—~ H' (X, Ext} (A, B))
(ce dernier étant d’ailleurs celui qui résulte de l'interprétation de Ext§(A, B)
comme le faisceau associé au préfaisceau Extj( —; A, B)), et une suite exacte
a 5 termes:
4.2.7) 0— HY(X,Homo(A, B)) —» Ext{(X; A, B)—~ H' (X, Ext} (A, B))
— H(X,Homy (A, B)) - Ext3 (X; A, B).

Cette suite exacte précise en particulier la structure du groupe Extj(X; A, B)
des classes de O-Modules extensions de A (Module quotient) par B (sous-Module).

Pour pouvoir utiliser la suite spectrale obtenue, il faut préciser encore
le calcul des Ext)(A, B). Comme le foncteur F— F(x) qui, a un faisceau
abélien F, associe son groupe ponctuel F(%), est exact, les Ext} (A, B)(x)
peuvent étre considérés, pour A fixé et p, B variables, comme formant un
foncteur cohomologique covariant universel en B, se réduisant 4 Homo (A, B)x)
en dimension 0. De meéme, les Ext}, (A(x), B(x)) forment un foncteur
cohomologique en B, se réduisant a Homoe,) (A(x), Bx)) en dimension 0. On
conclut donc, du homomorphisme fonctoriel (4.1.3), (gridce 4 la définion des
foncteurs cohomologiques universels) des homomorphismes

(4.2.8) Ext3 (A, B) (x) > Ext} ., (A(x), B(x))

(4.2.6)
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(qui sont caractérisés par la condition de définir un homomorphisme de fonc-
teurs cohomologiques, se réduisant 4 I’homomorphisme (4.1.3) en dimension
0). A étant fixé, pour que ces homomorphismes soient des isomorphismes
quel que soit p et B, il faut et il suffit que (i) ce soit le cas pour p =0
(ii) Ext},, (A(x), B(x)) = 0 si p > 0 et B est un O-module injectif. Les proposi-
tions 4.1.1 et 4.1.2 ont visiblement été faites exprés pour vérifier ces condi-
tions. On obtient par suite:

THEOREME 4.2.2. Supposons que O soit un faisceau cohérent danneaux
noethériens & gauche, et que A soit un O-module cohérent. Alors les homomor-
Dhismes (4.2.8) sont des isomorphismes quel que soit B et p.

Notons enfin le cas trivial suivant od les homomorphismes (4.2.8) sont
des isomorphismes, les deux membres étant nuls :

PROPOSITION 4.2.3. Supposons que A soit localement isomorphe a O (o#
n est un entier fini > 0 donné). Alors Extl (A, B) = 0 pour tout O-module B

et p>0.

En effet, en vertu de la nature locale de Ext}(A, B), on peut supposer
A = 0" Mais alors Homo (A, B) = B* est un foncteur exact en B, d'ol la
conclusion.

COROLLAIRE. Si A est localement isomorphe ¢ O%, on a
Ext3(X; A, B) = H*X, Homo(A, B))
pour tout O-module B.

Cela résulte en effet aussitét de la suite spectrale du théoréme 4.2.1,
En particulier, on trouve (faisant A = 0):
(4.2.9) H*(X, B) = Ext§ (X; 0,B)
formule valable sans aucune hypothése sur O ou le O-module B, et qui est
d’ailleurs triviale directement, les H*(X, B) étant les foncteurs dérivés, dans
C° (gréce a prop. 4.1.3) du foncteur I'(B) = Homeo (O, B).

Pour terminer ce N°, nous indiquons une “méthode de calcul” de la suite
spectrale du théoréme 4.2.1, plus commode que celle qui résulterait de I'ap-
plication pure et simple de la définition.

ProOPOSITION 4.2.4. Soit L = (L;) une résolution gauche de A par des O-
modules L; localement isomorphes & des 0™, considérons le foncteur hy sur C°,
a valeurs dans les complexes a degres positifs dans C, défini par hy(B) =
Homo (L, B); posons de méme h . (B) = Homo(A, B). Alors hy est une résolvante
(¢f.2.5) du foncteur h..

En effet, hy est un foncteur exact (prop. 4.2.3), de plus H%hyB)) =
h.(B) grice au fait que le foncteur C— Homo (C, B) est exact a gauche en C,
enfin si B est injectif, hy (B) est un complexe acyclique en dimensions > 0,
puisque alors le foncteur C— Homo(C, B) est exact.

COROLLAIRE 1. Sous les conditions de la proposition précédente, on a
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(5.2.10) Ext"(A, B) = H"(Homo(L, B)) d’on
(5.2.10 bis) Ext"(A, B) (x) = Ext},, (A(x), B(x)),

I1 suffit en effet d’appliquer prop. 2.5.1.
Appliquons manitenant prop. 2.5.4, on trouve:

COROLLAIRE 2. Sous les conditions précédentes, le foncteur spectral du th.
4.2.1 est isomorphe au foncteur spectral 11 I'(Homo(L, B)), en particulier on a

Ext?(X; A, B) = "I Homo (L, B))

(o le deuxieme membre est le n.éeme groupe de hyperhomologie de I' par
rapport au complexe Homo (L, B),_ cf. 2.4.).

Comme nous disposons aussi d'un foncteur résolvant pour T', par exemple
le foncteur I'C(F) (oi C(F) est la 7ésolution canonique de F, cf. 2.3),1a suite
spectrale IIT'(Homo (L, B)) s'explicite, c’est la premiére suite spectrale du
bicomplexe I'C(Homyo (L, B)) (o0 on a pris comme premier degré celui qui
provient de C). Or on a un isomorphisme fonctoriel

(4.2.11) C(Homo (L, B)) = Homy (L, C(B)).
En effet, on a pour tout O-Module L un homomorphisme (fonctoriel)
(4.2.12) C(Homyo (Z, B)) —» Homyg (L, C(B))

(ofi au deuxiéme membre, C(B) est considéré de facon évidente comme un
O-Module), défini par récurrence sur la dimension des composantes de C a
partir de ’homomorphisme naturel C° (Homo (Z, B)) > Homo (L, CO(B)), déduit
des homomorphismes naturels Homo (Z, B) () - Homo)(L'x), B'x)). Ce dernier
est un isomorphisme si L est pseudo-cohérent (prop. 4.1.1), d'ou on conclut
que dans ce cas, (4.2.12) est un isomorphisme, ce qui établit en particulier
la formule 4.2.11. On en conclut I'C(Hom, (L, B)) == Homo (I, C(B)), dol le

CoRrROLLAIRE 3. L étant comme dans la proposition 4.2.1, le foncteur
spectral du théoreme 4.2.1. est donné par la premicre suite spectrale
THomo(Li, C(B)) du bicomplexe Homo (L, C(B)), o# C(B) est la résolution can-
onique (cf. 2.3) du faisceau abélien B (dont la graduation est prise comme
premier degré du bicomplexe). En particulier, on a

Ext?(X; A, B) = H"(Homo (L, C(B)).

ReEMARQUES. 1) On peut aussi définir les foncteurs Ext%, (X; A, B) comme
les foncteurs dé.ivés droits, par rapport a B, du foncteur Homo , (A, B) =
1" (Homo (A, B)) (p étant un antifiltre de parties fermées de X). Les dévelop-
pements précédents sont encore valables. Nous n’aurons pas a nous en
servir.

2) Il est essentiel dans le théoréme 4.2.2 que A satisfasse a une condi-
tion de finitude. Si par exemple A = 0D ofi 7 est infini, alors le deuxiéme
membre de (4.2.8) est nul pour tout x et tout p > 0, cependant on n’aura pas
en général Ext} (A, B) =0, car le foncteur B— Home (0", B) = B’ n'est en
général pas un foncteur exact.
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4.3. 'Cas d'un faisceau d’anneaux constant. Supposons que O soit
le faisceau d’'anneaux constant defini par un anneau avec unité O. Soit M
un O-module, et soit M le O-Module constant qu’il définit. Pour tout O-
Module A, on a alors un isomorphisme naturel

4.3.1) Homo(IMI, A) = Homo(M, T'(A)).

C’est 14 un isomorphisme fonctoriel, qu'on peut aussi écrire

4.3.2) hu= hy T

ot on pose, comme au numéro précédent, hu{A) = Homo (M, A), h:{N) =
Hom, (M, N) pour tout O-Module A et tout O-module N. I' est considéré
comme un foncteur de C° dans la catégorie C° des O-modules a gauche, et hx
comme un foncteur de C” dans la catégorie des groupes abéliens. Le théoréme
3.4.1 s’applique, grace au .

LemmE Si A est un O-Module injectif, alors 1A) est un O-module injectif.

I faut mcntrer que le foncteur M — Homo(M,I(A)) est exact, ce qui
résulte aussitét de la formule (4.3.1), puisque M — M est un foncteur exact.
On obtient donc, grice au théoréme 3.4.1, et en remarquant que les foncteurs
dérivés de I" sont les mémes, qu'on considére I' comme prenant ses valeurs
dans C” ou dans la catégorie C des groupes abéliens :

THEOREME 4.3.1. Soient X un espace, O un anneau avec unité, M un
O-module, O et M les faisceaux constants sur X définis par O et M. Il existe
alors un foncteur spectral cohomologique sur C°, aboutissant au foncteuwr gradué
(Exty(X; M, A)), et dont le terme initial est

(4.3.3) 12 A) = Exty(M, H'(X, A)).

On en conclut comme d’habitude des ‘“‘edge-homomorphisms” et une suite
exacte a 5 termes que le lecteur explicitera. Pour calculer le foncteur
spectral, nous utiliserons le corollaire 1 4 la proposition 2.5.3, en utilisant
le foncteur résolvant I'C(A) de I' (qu'on considére ici comme foncteur cova-
riant de C° dans C?), C(A) étant la résolution canonique de A (cf.2.3), et
le foncteur résolvant k. de hy, od L est une résolution gauche de M par des

O-modules libres. On trouve la p-emiére partie de la

PROPOSITION 4.3.2. Sous les conditions du théoréme 4.3.1, choisissons une
résolution gauche L de M par des O-modules libres. Alors le foncteur spectral
du théoreme 4.3.1 se calcule en prenant la deuxieéme suite spectrale du bicom-
bplexe Homy (L, I' C(A)), 0% C(A) est la résolution canonique de A (cf. 2.3). Si
on suppose les L; isomorphes a des O™ (n; entier > 0),la premiere suite spectrale
‘de ce bicomplexe donne le foncteur spectral du théoreme 4.2.1.

Pour la derniére assertion, il suffit de considérer la résolution L de M
- déduite de L, et de lui appliquer le corollaire 3 4 la proposition 4.2.4. La
proposition précédente rameéne le calcul de Exto (IM, A) et’ de ses suites spect-
rales 4 un classique probléme du type Kiinneth. Ainsi:
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CoOROLLAIRE 1. Supposons que A soit annulé par uu idéal bilatere I de O
tel que O/ soit un anneau semi-simple K. Alors les deux suites spectrales du
bicomplexe Homo (L, I'C(A)) sont triviales, el leurs termes initiaux s'identifient
canoniquement a I'homologie Exto(X; M, A) de ce bicomplexe, et on a plus
Drécisément des isomorphismes canoniques :

(4.3.4) ExtyX; M, A) = €D Homx (Tor?(K, M), HY(X, A).

P+g=n

En effet, C(A) et par suite I'C(A) sera aussi annulé par 7, d’ou on conclut
(4.3.5) ‘ Homo (L, I'C(A)) = Homx (KXo L, T C(A))

et comme K est semi-simple on peut appliquer la version la plus simple du
théoréme de Kinneth (due au fait que Homx est un bifoncteur exact): On trouve
la trivialité des suites spectrales, plus la formule H{Homx (K ®o L, I' C(A))
= Homx (H(K ®)o L), HI'C(A))), ce qui n’est autre que la formule (4.3.4).
Supposons toujours que A est annulé par un idéal bilatére 7, mais ne
supposons rien sur K= A/I. On a (4.3.5), ce qui améne a considérer les
suites spectrales de hyperhomologie du bifoncteur Homgx relativement aux
complexes K®oL et I"C(A). Dans la premiére le terme initial
HY(Exti(KXoL, I' C(A)) est nul pour ¢ > 0, puisque KXo L est K-libre.
Donc I'aboutissement s’identifie canoniquement a H{Homx (KXo Z, 1" C(A)) qu’il
s'agit précisément de calculer. Dans la deuxiéme suite spectrale, le terme

initial est €D Ext2(H'(K®,L), H"'T' C(A)). Donc:
a’+q" =1
COROLLAIRE 2. Supposons le O-Module A annulé par un idéal bilatere I

de O, posons K = AJI1. Alors (Ext3(X; M, A)) est aussi l'aboutissement d'un
troisieme foncteur spectral, dont le terme initial est

(4.3.6) Ay = €D Exti(Tord(K, M), HY' (X, A)).

Q'+q’’=q
En particulier, si K est un “annean héréditaire a gaziche” [6,1.5] (par exemple
un anneau principal) on a une suite exacte canonique :

0> €D ExtL(Tor?(K, M), H(X, A)

P+y=n-1

— Exti(X; M, A)— @ Hom, (Tor? (K, M), H'(X, A)) = 0.
pP4+q=n

ReEMARQUES. 1. Supposons les Z; isomorphes a des O™, alors (prop. 4.3.2)
la premiére suite spectrale d’hyperhomologie du foncteur Hom, (M, — ) pour
le complexe I'C(A) est celle du théoréme 4.2.1 dont le terme initial a donc
Iinterprétation remarquable (4.2.5). Mais on fera bien attention que ce fait
avait été déduit du cor. 3 4 prop. 4.2.4 et tient essentiellement a la formule
(4.2.11) c’est-a-dire au fait que le foncteur C “résolvante canonique’ permute
au foncteur Homo (I, — ), si L est un O-module isomorphe a un O” (grdce 4 quoi
on est d’ailleurs dans les conditions du corollaire 4 la proposition 2.5.2). Clest
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cependant encore vrai, (pour d’autres raisons) si on remplace C(A) par la
“résolvante de Cartan” AX)F (ou F est un “faisceau fondamental” sur X
supposé paracompact). ‘

2. Soit x € X, alors on 2 vu dans 4.2. qu'on a2 Extj(M, A)(x) = lin

Exti(U; M, A), la limite inductive étant prise suivant le filtre des voisinages
ouverts U de x. Or pour tout U, on peut écrire les suites spectrales I7 et
111, d'ox on conclut par un passage a la limite facile que (Extj(M, A Xx))»
est laboutissement de deux suites spectrales, dont les termes initiaux sont
respectivement

129 = lim. Ext®(M, H(U, A))
—_

urt= €D lim ExtATors (K, M), H (U, A)).

QP 4+q" =g >
(Dans la deuxiéme suite spectrale, on suppose A annulé par un idéal bilatére
I et K= O/I). 1l en résulte que chaque fois que dans l'une de ses suites spect-
rales, on peut transférer le signe lim. sur H{(U, A) dans chacune des compo-

s
santes du terme initial, la formule Ext} (M, A)(x) = Ext}(M, A(x)) est valable
(dont la validité n’était assurée a priori que si M admet une résolution
projective par d3s modules O% de type fini). Voici deux cas typiques ou
ceci a lieu: a) A est le faisceau constant défini par un O-module N, X est
HLC (on regarde la premiére suite spectrale). b) A est annulé par un idéal /
tel que O/I = K soit noethérien, et les Tor%(K, M) sont de type fini sur K. —Sup-
posons que A soit le faisceau constant défini par un O-module N annulé par
I, supposons K = O/I un corps pour simplifier: alors Extj(IM,N) est le
faisceau associé au préfaisceau défini par les@ Homx(Tor(K, M), H'(U, N)).

Prg=n
Il est facile de construire des exemples (avec M = N=K, p =1, O étant
I'algébre K(G) d’'un groupe G et I l'idéal d’augmentation) ou ce faisceau est
distinct du faisceau constant associé a Exti(M, N) ( = H*G, K)); dans ce cas,
la conclusion du théoréme 4.2.2 est donc en défaut.

4.4. Cas des faisceaux avec groupe d'opérateurs. Soit G un groupe
et 2 un anneau commutatif avec unité, on pose O = k (G) (algébre du groupe
G a coéfficients dans k), O est une algébre augmentée dont I'idéal d’augme-
ntation sera désigné par I: donc k s’identifie 4 ’O-module O/7. Un O-Module A
n’est pas autre chose qu’un faisceau de k-modules admettant G comme groupe
d'opérateurs. Dire que A est annulé par 7 signifie que G opére trivialement
sur A. A cause de leur importance pour le chapitre suivant, nous allons
reprendre rapidement les notations et résultats essentiels des numéros précé-
dents dans le cas actuel. Sous-entendant une fois pour toutes % dans les
notations (en pratique, k. sera l'anneau Z des entiers, ou un corps), on dira
G-Module ou G-faisceau au lieu de O-Module. Si A, B sont deux G-faisceaux,
on écrira Home(B, A), Hom,(B, A), Exti(X; B, A)et Ext’(B, A) (en mettant
G en indice au lieu de O). Dans le cas oi B = k (le seul important par la
suite) les objets précédents seront notés aussi I’“(A), A%, H (X ; G, A) et
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H?G, A). Ainsi I'? est le foncteur 7 avec les notations précédentes, on a
I'°(A) = I'(A)% (groupe des éléments de I'{A) invariants sous G) = I'(A%), ou A¢
désigne le sous-faisceau de A formé des germes de sections invariantes sous
G. (Si G admet un systéme fini de générateurs, alors A¢ est aussi 'ensembe
des éléments de A invariants sous G). Les H*G, A) ( — o0 < p < +o0) sont
des faisceaux foncteurs de A, qui forment le foncteur cohomologique dérivé
de T'9(A) = A% On a des homomorphismes canoniques

HY(G, A) (x) - HY(G, A(x))
qui sont bijectifs dans tous les cas que nous aurons a considérer, et en tous
cas si G est fini (en vertu de th. 4.2.2 ou du corollaire 1 a la prop. 4.2.4,
au choix!). Ces foncteurs sont de nature locale, c’est-a-dire permutent a

Popération de restriction 4 un ouvert. Les H?(X; G, A) forment le foncteur
cohomologique dérivé de I'’(4). On a le

THEOREME 4.4.1. 1l existe deux foncteurs spectraux cohomologiques sur
la catégorie des G-faisceaux, aboutissant au fonctewr gradué (H'(X ; G, A)), et
dont les termes initiaux sont respectvement

I2(A) = HYX, H'(G, A)),
" = HYG, H(X, A)).

Ce sont aussi les deux suites spectrales du ‘“‘complexe a opérateurs” C(A), o
C(A) est la résolution canonique de A, ox les deux suites spectrales de hyperco-
homologie de U'espace X par rapport au complexe C(G,A) des “cochaines de G
a coéfficients dans le faisceau A’. Ces deux suites spectrales sont triviales si G
opere trivialement sur A et si de plus A est un espace vectoriel sur le corps
k; alors on a un isomorphisme canonique :

(4.4.2) HYX; G, A) = P Hom: (H/(G, #), H(X, A)).

P+g=n

(4.4.1)

Plus généralement, supposons seulement que G opere trivialement sur A,
alors le comllaire 2 & la prop 4.3.2 donne une suite exacte canonique :

0~ P Exty(H#(G, 2), HUX, A)

p+q=n-1

(4.4.3) SHY(X; G, A)~ €D Hom. (F,(G, ), H(X, A) 0.
p+g=n

REMARQUES. 1. Dans cette derniére formule, nous avions sous-entendu
que 2= Z. Cependant cela n’a pas d'importance, car si k est quelconque et
A est un faisceau de Z-modules ou G opére, alors les HG, A) et H (X, G,A)
sont les mémes, qu'on regarde A comme un faisceau de k(G)-modules ou
comme un faisceau de Z(G)-modules. Pour le voir on est ramené a prouver
que si A est un faisceau injectif de k(G)-modules, alors Ext; . (X;Z, A) et
Ext} ., (Z, A) (ot nous écrivons Z et Z(G) pour les faisceaux constants qu'ils
définissent) sont nuls pour z# > 0. Pour le premier, cela résulte de la suite
spectrale 77, qui montre qu'il est isomorphe a H*(G,I'(A)), qui est nul puisque
I(A) est un k-module injectif (pour lequel le résultat invoqué est bien connu).
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Comme Ext3 ;\(Z, A) est le faisceau associé au préfaisceau des Extg (U ; Z, A)

-qui est nul d’aprés ce qui précéde (puisque A|U est aussi injectif), notre
assertion est démontrée.

2. Supposons que A soit le faisceau constant défini par un G-module M,
alors on écrira évidemment H?(X; G, M) et H¥G, M) au lieu de H*(X; G, A)
et H(G,A). Si G opére trivialement sur M, alors H*(X ; G, M) se calcule
donc complétement par la formule 4.4.3, ou la formule 4.4.2 si M est un
space vectoriel sur un corps k. Dans ce dernier cas, et si X est un espace
HLC, on obtient méme: H*(X, G, M) = espace des applications bilinéaires de
Hy (G, k) x H(X, k) dans M. On fera attention qu'en général, H¥G, M) n’est
pas le faisceau constant défini par H*(G, M), cf. remarque 2 de 4. 3.

Chapitre V Etude cohomologiqueAdes espaces a opérateurs.

5.1. Généralités sur les G-faisceaux. Dans tout ce Chapitre, nous
considérons un espace X ou opére un groupe G (4 gauche pour fixer les
idées). L’opération définie par un g € G sera notée x— g-x. Nous n’exigeons
pas que G opére fidélement; en particulier, nous aurons a considérer aussi
le cas ofi G opérerait trivialement. Nous écrirons X(G) pour X muni de la
structure supplémentaire définie par les opérations de G. L’espace des tra-
jectoires X/G sera noté Y, il sera muni de la topologie quotient. L’application
canonique de X sur Y sera notée f, c’est une application continue ouverte.
Y sera considéré comme muni du groupe d’opérateurs G opérant trivialement,
on écrira donc Y(G) pour rappeler cette structure supplémentaire sur Y.

Nous appelerons G-faisceax sur X = X(G) un faisceau (d’ensembles) A sur
X, dans lequel G opére de facon compatible avec ses opérations sur X. Pour
donner un sens a cette définition, on pourra par exemple considérer A comme
espace étalé dans X (cf. 3.1); nous n’insisterons pas. On définit de méme
la notion de G-faisceau de groupes, d'anneaux;, de G-faisceau abélien ( = G-
faisceau de groupes abéliens) etc. De facon imagée, on peut dire que si X
est muni de certaines structures et si un faisceau A sur X est défini en
termes structuraux, alors A est un G-faisceau de facon naturelle si les
opérations de G dans X sont des automorphismes. Ainsi, un faisceau cons-
tant peut toujours étre considéré comme un G-faisceau (“Gaisceau trivial”),
de méme le faisceau des germes d’applications quelconques resp. continues
de X dans un ensemble donné, le faisceau des germes de fonctions holomor-
phes si X est une variété holomorphe et si les opérations de G sont des
automorphismes de la variété X, etc. On appelle G-homomorphisme dun
faisceau dans un autre un homomorphisme de faisceau qui permute aux
opérations de G. Si les faisceaux envisagés sont des faisceaux de groupes
par exemple, on sous-entend que I’homomorphisme respecte cette structure,
comme d’habitude. Avec cette notion d’homomorphisme, les G-faisceaux
d’ensembles (resp. les G-faisceaux de groupes etc.) forment une catégorie (cf.
1.1), qui a les mémes propriétés que la catégorie correspondante sans groupe
dopérateurs G, (qui en est dailleurs un cas particulier, correspondant au
cas oil G est réduit a I'élément neutre).
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En particulier, les G-faisceaux abéliens forment une catégorie additive,
dont nous allons indiquer les propriétés. Plus généralement, soit O un G-
faisceau d’anneaux avec unité, considérons les faisceaux A sur X qui sont a
la fois des G-faisceaux abéliens et des O-mcdules, les opérations de O sur A
étant compatibles avec les opérations de O (i.e. I'homomorphisme naturel de
faisceaux d’ensembles O x A — A étant un G-homomorphisme): un tel faisceau
sera appelé un G-O-Module. Appelant G-O-homomorphisme un homomorphisme
de faisceaux qui est un O-homomorphisme et un G-homomorphisme, on voit
que la somme ou le composé de deux G-O-homomorphismes est un G-O-homo-
morphisme, donc les G-O-Modules forment une catégorie additive notée C%® ;
si O est le faisceau constant des entiers (avec les opérations triviales de G)
on obtient de nouveau la catégorie des G-faisceaux abéliens, notée C¥%. Si
G cpére trivialement sur X, la catégorie CO® s’interpréte comme la catégorie
des O’-Modules, ou O’ est un faisceau d’anneaux convenable, si par exemple
G opére trivialement sur O, ou aura O’ = ORzZ(G), (on Z(G) désigne 'algebre
de G par rapport & l'anneau Z des entiers, ou plfitét le faisceau constant
qu’il définit). Les résultats de 3.1 restent valables a de petites modifications
preés:

ProposIiTION 5.1.1. Soit O un Goaiscean danneaux sur X. Alors la
catégorie additive C°® des G-O-Modules est une catégorie abélienne, satis-
Saisant les axiomes AB 5) et AB 3*) de 1.5, et admet un générateur.®

La verification est triviale, sauf I'existence du générateur, dont nous
allons donner une construction maintenant, généralisant celle du 3.1. Pour
tout ouvert U de X, soit Z(U) le O-module somme directe des O-modules Oy.r
pour g€ G. L(U) peut étre considéré comme G-faisceau de fagon évidente,
de sorte que Z(U) devient méme un G-O-Module. Si A est un G-O-Module
quelconque, un G-O-homomorphisme de Z(U) dans A est connu quand on con-
nait sa restriction a Oy, qui est un O-homomorphisme de Oy dans A, qu'on
peut dailleurs se donner a4 l'avance arbitrairement. La donnée d'un tel
homomorphisme équivaut aussi 2 la donnée d’une section de A sur U. Si B
est un sous-G-O-Module de A distinct de A, on peut trouver sur un ouvert
convenable U une section de A qui n’est pas une section de A. Par suite,
la famile de Z(U) est une famille de générateurs de C°¢, et leur somme
directe (pour U parcourant tous les ouverts de X) est donc un générateur.

De la proposition 4.1 résulte en particulier que tout G-O-faisceau est
isomorphe a un sous-faisceau d'un G-O-Module injectif. 11 importe pour la

9) Cette proposition, ainsi que divers résultats de la suite, peuvent s’énoncer aussi
dans le contexte plus général qui suit. On se donne une catégorie C, un groupe G,
et une “représentation de G par des foncteurs dans C’’: a tout g € G est associé un
foncteur Fy: C — C, de telle fagon qu’on ait F,=foncteur identique, FyF, =F,y (du
moins a des isomorphismes fonctoriels donnés prés, satisfaisant a certaines conditions
de cohérence que nous n’expliciterons pas). Alors on peut construire la catégorie C¢
des “objets de C avec groupe d’opérateurs G'’, tout comme CX( (pour un espace a
groupe d’opérateurs X(G)) peut se construire a partir de CX. (Comparer aussi avec
le cas particulier, exemple 1.7.f). Beaucoup de propriétés vraies pour C se conser-
vent alors pas passage a C¢.
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suite d’obtenir une forme explicite commode pour “suffisamment” d’objets
injectifs, en généralisant la construction faite dans 3.1. Soit (A,)xr Une
famille de O(x)-modules A, considérons le O-Module produit qu’elle définit
(cf. 3.1). Pour y faire opérer G de facon a obtenir un G-O-faisceau, il suffit
pour tout ¥ € X et g € G de se donner un homomorphisme @ — g.a du groupe
abélien A, dans le groupe abélien A,. de facon qu'on ait g-(za)= (g9.u%)
(9.a) pour u € O(x) et a € A,, et que e.a=a, g.(9’.a) = (99'). a. Introduisant
alors I’anneau auxiliaire U, engendré par l'algébre Z(G,) de G, et I'anneau
O(x), soumis aux relations de commutation gug ! = u? pour » € O(%), g € G,
(ot on note u? pour éviter des confusions, le transformé de u par g € G,), on
voit que les A, sont en fait des U,modules, et un g € G quelconque définit
un isomorphisme g — g. @ du groupe A, sur A,., satisfaisant a g. (#a) = (9. #)(g. @)
pour # € U,, a < A,. Il en résulte facilement que, si on choisit un élément
E(») dans toute trajectoire ¥ € Y, et si on pose U, = Uyy, alors les données
précédeates sont équivalentes a la donnée d'une famille (4,),.r de U,-modules
Ay (= A

Les A, (x €y) peuvent se déduire de A, de la facon suivante. Soit A,
le G-module induit par le G,module A,, i.e. le G-module Homg, (Z(G), A,)
obteau 4 partir du G,-module A, par “extension coatravariante des scalaires”:

A, s’identifie alors a un groupe quotient de A, par un sous-groupe ab3lien
stable par G,, et A, s'identifie au produit de tout les quotients transformés
g.A, pour g € G/G,. Introduisant de méme le G-module O, induit par O, =

O(£(y)), on constate aussitdt que A, est un Oy-module s’identifiant au produit
des g. O,-modules g. A, pour g & G/G,. On a alors des isomorphismes cano-
niques 9.0, = O(g. £(»)), 9. Ay = Ayt D3sigaons par P(A) le G-O-faisceau
sur X défini par la famille A = (A,) de U,-modules A,. S»it B un G-O-faisceau
quelconque: Un O-homomorphisme d'un G-O-Module B dans P(A) s’identifie
A une famille (¥;)zexr de O(x)-homomorphismes B(x)—+A, (comme nous l’avions
signalé dans 3.1), et ce O-homomorphisme est compatible avec G si et seule-
ment si les v, “permutent” & G; on voit alors tout de suite qu’il revient au
méme de se donner un G-O-homomorphisme de B dans P(A), ou une famille
(v,)yer de U,-homomorphismes B(£(y)) > A,. On en conclut aussitdt :

ProrosiTION 5.1.2. Soit (A,)y.r une famille de Uy-modules injectifs, alors
le G-O-Moduie P(A,)) quwelle définit est injectif. De plus, tout G-O-Module
est isomorphe & un sous-faisceau d'un faisceau du type précédent.

Ce deraier fait (le plus important pour nous) est immédiat, en plongeant
pour tout y, le module ponctuel B(£(y)) du faisceau donné B dans un U,-module
injectif. '

Images directes de G-faisceaux. Soit A un faisceau d’'ensembles sur X,
rappelons qu'on a défini son image directe f,(4) comme le faisceau sur Y
dont les sections sur l'ouvert UcCY sont les sections de A sur /-3 U). Si A
est un G-faisceau, alors I'(/~{(U), A) admet G comme groupe d’opérateurs,
d’olt on conclut facilement que lVimage directe f«(A) d'un G-faiscean sur X
est un G-faisceau sur Y (rappelons que G opére trivialement sur Y); bien
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entendu, si A est un G-faisceau de groupes ou d’anneaux etc., il en est de
méme de f,(A). Si A est un G-faisceau, nous désignerons par A¢ ou f3(A)
le faisceau I'6(f,(A)) des invariants du G-faisceau f,(A) sur Y, c'est-a-dire le
faisceau dont les sections sur un ouvert U C Y sont les sections de A sur
FYU) invariantes sous G; évidemment, si A est un G-faisceau de groupes, ou
anneaux etc, il en est encore de méme de A¢ = f3(A). D’ailleurs f§ peut étre
considéré comme un foncteur covariant défini sur la catégorie des G-faisceaux
sur X, a valeurs dans la catégorie des faisceaux sur Y (considérés comme
G-faisceaux ou G opere trivialenent). Si O est un G-faisceau d’anneaux et
si on désigne par O’ le faisceaux f§(0), alors pour tout G-O-Module A sur X,
f«(A) est un G-O’-Module sur Y. Donc f, est un foncteur covariant de C°®
dans CY®, d'ailleurs additif et exact a gauche comme tout le monde; f%
apparait alors comme le foncteur composé I'éf, de C*® dans la catégorie C*
des O’-Modules sur Y, I'? désignant le foncteur C° (@ — C?® associant 4 un.
G-O'-faisceau B sur Y le faisceau B¢ des germes de sections invariantes
sous G. Supposons maintenant pour simplifier que O donc aussi O’ est le
faisceau constant Z des entiers (ce qui revient 4 ne pas considérer de faisceau
d’anneaux du tout), on a alors : ‘

PROPOSITION 5.1.3 fi transforme objets z_'hjectifs de CX9 en objets injectifs
de CY, ’ '

En effet, il suffit de le voir pour un G-faisceau abélien A défini par une
famille (4,) de G,-modules injectifs (prop. 5.1.2). Mais reprenant les notations
de la construction qui a précédé la prop. 5.1.2, on voit que f,(A) est le
faisceau produit défini par les groupes A, = H A, et la structure de G-

. zef—1(y)
faisceau sur f,(A) est celle définie par la structure de G-module de A,. Or
ce dernier étant obtenu a partir du G,-module injectif A, par extension con-
travariante des scalaires, est évidemment lui-méme injectif [6, II, prop. 6. 1. a].
Donc f4«(A) est injectif en vertu de prop. 3.1.2.

COROLLAIRE. Si A est un G-Jfaisceau abélien injectif, alors I'(A) est un G-
module injectif, et A€ est un faisceau flasque sur Y.

En effet, on a I'(A) = D(fu(A)). fUA) = Tf(A)), et il suffit alors d’ap-
pliquer le lemme de 4.3 resp. la prop. 4.1.3 (avec O = Z(G), O le faisceau
d’anneaux constant défini par O). , ,

Images inverses et images directes. Soit B un faisceau d’ensembles sur Y
(sans opérateurs), alors son image réciproque f~(A) (envisagée dans 3.2) peut
étre regardée comme un G-faisceau de fagon naturelle, pour des raisons
évidentes de “transport de structure”. Une section de B sur un ouvert UJ
définit par image réciproque une section de f~4B) sur f~YU) invariante sous
G, i.e. section de fi(f~Y(B)), dou un homomorphisme naturel B — f§(f-(B)),
dont on vérifie aussitét que c’est la un isomorphisme :

(5.1.1) f&fYB)) = B.
Inversement, partons d'un G-faisceau A sur X, considérons f~!(f(B)): une
section de ce faisceau sur un ouvert V consiste en la donnée d'une fonction
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g(%) sur V, dont la valeur en chaque x € V est un élément de f{(A) (fix)) =
lim. I' (/~}(U), A)¢, et telle que pour tout x € V existe un voisinage ouvert
.»

uaf(z)

V'< V de x et une section % de f§(A) sur un voisinage U’ de f(x) (i.e. une

section invariante i de A sur f-YU")) telle qwon ait g(x) = A(x) pour x € V')

f~YU”). On en conclut un monomorphisme canonique!® :

(5.1.2) fiA)— A

identifiant f-Uf§(A)) & un sous-faisceau A’ de A. Il résulte de la formule
(5.1.1) ci-dessus que I'on a A’ = A si et seulement si A est isomorphe a un
G-faisceau de la forme f~4B). S'il en est ainsi alors pour tout x € X, les
opérations de G, dans A(x) sont triviales. La réciproque est d’ailleurs vraie
si G satisfait la condition (D) plus bas (cf.5.3), comme on le vérifie facilement ;
si donc en plus les G, sont réduits & Uidentité (i.e. si aucun g +e dans G
n’admet de point fixe) les foncteurs f% et -1 établissent des isomorphismes
réciproques l'un de lautre de la catégorie des G-faisceaux sur X et de la
catégorie des faisceaux sur Y.

EXEMPLES D'IMAGES DIRECTES DE G-FAISCEAUX. Si A est le faisceau constant
sur X defini par un ensemble M ou G opere trivialement, alors Af est le
faisceau constant sur Y défini par le méme ensemble M ; mais si G n'opére
pas trivialement dans M, et si on n’est pas dans le cas “sans points fixes”,
alors f%(M) n’est évidemment plus localement constant en général. Supposons
que la condition (D) de 5.3 soit vérifiée, soit A le faisceau des germes
d’applications de X dans un ensemble M, alors A€ est le faisceau des germes
d’applications de .Y dans M. Dans cette correspondance, si X est une variété
différentiable (resp. un espace analytique réel, resp. un espace analtique
complexe) et si A est le faisceau des germes de fonctions (a4 valeurs dans
un espace de méme nature) différentiables (resp. analytiques réelles, resp.
analytiques complexes) alors A% est le faisceau de méme nom relatif Y. Ce
dernier exemple est particuliéerement important, et I’énonce analogue est vrai
(par définition d’ailleurs, comme pour les précédents!) en Géométrie Algébri-
que abstraite, ou méme pour les variétés arithmétiques.

5.2. Les foncteurs H*(X; G, A) et HYG, A) et les suites spectrales
fondamentales. Pour éviter des confusions, nous notons 1y et 'y les fonc-
teurs “sections” définis pour des faisceaux sur X resp. sur Y, et I'¢ le
foncteur M — M€ faisant correspondre, 4 un ensemble A ou opére G,len-
semble des invariants de M. Enfin, si A est un G-faisceau sur X, on pose

(5.2.1) I'(A) = T'x(A)*
donc par définition, on a les formules
5.2.2) ' =TTy = I'yf%.

10) Plus généralement, si f est une application continue d’'un espace X dans un
espace Y, on a, pour les faisceaux A sur X, des monomorphismes fonctoriels
[-1(f«(A)) - A, dont le monomorphisme (5.1.2) se déduit immédiatement, gréce a
P’injection A% — f4x(A).
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Nous bornant maintenant 4 prendre A dans la catégorie C*% des G-faisceaux
abéliens sur X, I'? est un foncteur additif exact a gauche de C¥% dans la
catégorie C des groupes abéliens, et /% est un foncteur exact a gauche de
C¥® dans la catégorie CY des faisceaux abéliens(sans opérateurs) sur Y. On
posera alors

(5.2.3) HYX; G, A) = R'T%A)
(5.2.4) HYG, A) = RY5(A)

Ainsi, pour un G-faisceau abélien, les H(X; G, A) sont des groupes abéliens,
les H*G, A) sont des faisceaux sur Y. Les uns et les autres forment des
foncteurs cohomologiques universels en A, se réduisant pour z = 0 4 I'{(A4)
resp. a A% Si G opére trivialement sur X, on retrouve les notions introduites
dans 4.4. — On voit encore facilement comme dans prop. 3.1.3 que si U est
un ouvert de Y, et A un G-faisceau abélien imjectif sur X, alors sa restric-
tion 4 f/~YU) est un G-faisceau abélien injectif sur cet espace. On en conclut
comme dans 4.2:

ProrPosITION 5.2.1. Soit A un G-faisceau abélien sur X, alors pour tout
ouwvert U Y, on a HYG, A)|U = BG, Alf-XU)).

C'est pourquoi on se dispense d’indiquer X dans la notation H?*(G, A).
Une réduction plus poussée du calcul des H?(G, A) s'obtient par le

COROLLAIRE. Supposons que f-Y(U) soit la réunion douverts g.V (g€ G|Gy)
disjoints deux a deux, oux V est un ouvert de X et G, un sous-groupe de G tel
que go. V=V pour g, € Go. Alors H¥G, A)|U = H?(G,, A|V) (moyennant
Uidentification naturelle U = V]G,).

En vertu de la proposition 2.5.1, on peut supposer U = Y, d’ou /- U) =
X. On constate alors immédiatement que la catégorie des G-faisceaux sur
X est isomorphe a la catégorie des Gy-faisceaux sur V, cet isomorphisme
étant compatible avec les foncteurs f§, fg°. D’ou aussit6t la formule voulue.
— Un calcul plus explicite sera donné plus bas. (cf. formule (5.2.11) et théoréme
5.3.1).

Les formules (5.2.2) représentent I'¢ comme un foncteur composé de deux
facons différentes, et dans les deux cas, le théoréme 2.4.1 s’applique, gréice
au corollaire de prop. 5.1.3. On obtient donc:

THEOREME 5.2.1. 1 existe sur la catégorie CX%) des G-faisceaux abéliens
sur X deux foncteurs spectraux cohomologiques, aboutissant au foncteur gradué
(HYX; G, A)), et dont les termes initiaux sont respectivement :

[}9(A) = H(Y, H(X, A))
2% A) = HYG, H(X, A)).
Pour établir la forme explicite de II»%(A), il faut seulement montrer encore

que les foncteurs dérivés de I'y, considéré comme foncteur de C*% dans la
catégorie C¢ des G-modules, sont bien les H'(X, A). Or cela résulte immédi-

(5.2.5)
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atement du fait que tout G-faisceau abélien peut se plonger dans un
G-faisceau abélien flasque (comme nous avons vu au numéro précédent),
qui annule donc les HYX,A) pour q > 0.

Ces suites spectrales donnent lieu tout d’abord a des “edge-homomorphis-
mes” importants :

(5.2.6) HYY, A% > HYX; G, A)— H(Y,H G, A)),

(5.2.7) HG, H'(X, A)) > H'(X; G, A) > H'(X, A)*.

La deuxiéme application (5.2.6) s’'interpréte immédiatement si on note
quen vertu de lemme 3.7.2, H*G, A) est le faisceau sur Y associé au préfa-
isceau formé par les H*f-Y(U); G,A). Le composé du premier homomorph-
isme de la premiére ligne avec le deuxiéme homomorphisme de la deuxiéme
ligne est 'homomorphisme 7* associé a I'injection naturelle (5.1.2) de f~1(A%)
dans A (cf. 3.2).

Les suites spectrales du théoréme 5.2.1 définissent aussi deux suites
exactes 4 5 termes:

(5.2.8) 0— H(Y, A% —~ H(X; G, A)— H(Y, HY(G, A)) > H¥Y, A%)
- H(X;G,A),

(5.2.9) 0—-> H(G,T'A)— H(X; G, A)) ~H\(X, A~ H¥G,’'A)
— H¥(X; G,A).

Il y a une troisiéme fagon de représenter I' comme un foncteur composé,
savoir I'¢ = I'¢f,, et le théoréme 2.4.1 est encore appliquable en vertu de
proposition 5.1.3. Donc, le foncteur gradué (H*(X; G, A)) est aussi I'aboutis-
sement d’'une troisiéme suite spectrale dont le terme initial est

EP' = H(Y ; G, Rif\(A)).
Cette suite spectrale définit des homomorphismes fonctoriels
(5.2.10) BHNY ; G, [+ (A) > HYX; G, A).
Lintérét de cette suite spectrale est limitée, car il apparait qu'elle est

pathologique dans les cas ou elle n’est pas triviale, c’est-a-dire quand on n’est
pas dans les conditions de la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2.2. Supposons le G-faisceau abélien A tel que R, (A)=0
pour q > 0. Alors les homomorphismes (5.2.10) sont des isomorphismes, de plus
les deux suites spectrales du théoreme 5.2.1 s'identifient alors aux deux suites
spectrales correspondantes pour le Gfaisceau f(A) sur Y, et on a

(5.2.11) HY(G, A) = HYG, fx(A)).

La premére assertion résulte aussitét de la forme du terme initial de la
suite spectrale E définissant (5.2.10). Les autres assertions résultent de la
définition explicite des fermes qu'il s'agit de comparer, si on note que pour
toute résolution injective C(A) de A dans C¥%, le complexe f,(C(A)) est une
résolution de f(A) (C'est ce que signifie 'hypothése R (A) =0 pour g > 0!)
qui est injective en vertu de proposition 5.1.3. — Notons que nous avions
implicitement defini les R¥*(A) comme dérivés droits de f considére comme
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foncteur de C¥% dans CY; mais en vertu de calcul de ces foncteurs dérivés
par le le mme 3.7.2, et se rappelant qu'un objet injectif de C¥® est un
faisceau flasque, on voit qu'on trouve le méme résultat que si on considére
/% comme un foncteur de C¥dans CY, i.e. RY,(A) est le faisceau sur Y associé
au préfaiscean formé des H'(f~XU), A).

L’hypothése de la prposition 2.5.2 doit étre regardée comme un équivalent
cohomologique de I'hypothése que G est un “groupe discontinu d’opérateurs”
sur X. Un autre cas important est celui o H%G, A) = 0 pour ¢ > 0, hypothése
qui doit étre regardée comme un équivalent cohomologique de la condition
usuelle que “G opére sans points fixes” :

ProrOSITION 5.2.3. Supposons gque HY(G, A) = 0 pour q¢ > 0. Alors H(X;
G, A) est isomorphe a HY, A%, donc H*X(Y, A%) est I'aboutissement d'une suite
spectrale cohomologique dont le terme initial est 110'(A) = HY(G, H(X, A)).

C’est une conséquence immédiate de la premiére suite spectrale du théoréme
2.5.1. On obtient ainsi la forme classique de la théorie des espaces a opéra-
teurs [4]. Nous donnerons au numéro suivant des conditions de validité de
cette proposition, G étant un “groupe discontinu sans point fixes d’opérateurs
dans X”’. D’autres conditions de validité sont liées 4 la caractéristique d’un
corps de base %2 pour le faisceau A et les ordres des stabilisateurs Gy; un
cas particuliérement simple est le suivant(qui se démontre d’ailleurs directe-
ment trés facilement, et est sans doute bien connu):

CoROLLAIRE. Supposons outre HUG,A) =0 pour q >0) que G soit un
groupe fini dordre m, que lespace X soit séparé, et que la multiplic ation
par m dans A soit un automorphisme de A(par exemple A est un faisceaw
d'espaces vectoriels sur un corps de caractéristique ne divisant pas m).
Alors on a HWY, A% = HYX, A%, les deux membres étant isomorphes a H"
(X; G, A).

Un dernier cas particulier intéressant est le suivant:

ProPOSITION 5.2.4. Supposons H(X; A) = 0 pour q > 0, alors H (X ; G, A)
= H*(G,I'(A)), et par suite H¥(G,T'(A)) est I'aboutissement d’'une suite spectrale
dont le terme initial est 12 A) = H(Y, H(G, A)).

Cette proposition peut' étre utilisée pour le calcul de la cohomogie de
certains groupes, par exemple la cohomclogie a coéfficients constants de divers
groupes modulaires 4 une variable [10].

REMARQUES. 1. Supposons qu'on se donne un G-faisceaux O, et qu'on se
borne a considérer des G-O-Modules, I'¢ étant donc considéré comme un
foncteur de C°® dans la catégorie des modules sur I'(0)%. Alors ses foncteurs
dérivés coincident avec les foncteurs H?(X ; G, A) précédents, comme il résulte
aussitdt du fait que tout objet injectif de C%® est annulé par les A X ; G, A)
pour # >0. Ce dernier fait sera prouvé dans le lemme 5.6.1, plus bas (ol
on remplace B par A, par O).

2. On peut, des deux suites exactes (5.2.8) et (5.2.9), éliminer H*(X;
G, A) de facon a obtenir des relations entre la cohomologie de Y, celle de X
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o) et celle de G. De fagon générale, supposons
L, ” données deux suites exactes a 5 termes comme
o aj}, N dans le cas actuel (cf. diagramme ci-dessous).
O—A— H' —>B—C—="D On a posé u=Ra, v =Ba’.Ona ANA =
N\ ELB BTy T8 Ker z = Ker /. On a des homomorphismes
u ’ naturels

é,'y BB -1: Ker y’' — Coker ',

18 B'B-1: Ker y— Coker #.
D Ces homomorphismes donnent lieu aux deux

suites exactes suivantes (ou H' ne figure plus):

5.2.12) 0—->K|er u—> A’ —Ker v —Coker ' - C" — D,
o 0—>Ker #/— A —Ker v —Coker - C— D.
On trouve par exemple: Soit # ’homomorphisme naturel de H(Y, A%) dans
H'(X, A)¢, « I'homomorphisme naturel de H'(G,I(A)) dans HY, HY(G, A));
alors le noyvau de u est isomorphe a celui de ', tandis que limage de u est
isomorphe au noyau de I’ homomorphisme naturel de Ker(H\(X, A)¢ — HXG, '(A)))
dans Coker #'.

3. Les conditions de la proposition 5.2.2.sont vérifiées dans la plupart
des cas qu’on rencontre dans la nature. Son intérét réside surtout dans la
fermule (5.2.11), qui, lorsque G est fini, peut aussi s’écrire

(5.2.11 bis) HYG, A) (¥) = HYG, f(4) () YEY

et donne un calcul explicite des faisceaux HY(G, A). La proposition 5.2.2 est
appliquable chaque fois que G est fini et X séparé. Un autre cas important
est celui cd G est un groupe fini d’automorphismes d'une variété algébrique
abstraite X, tel que Y = X/G scit une variété algébrique (par exemple G est
le groupe de Galois d'un revétement X, ramifié ou non, d’'une variété normale
Y): les conditions de la proposition 5.2.2 sont alors vérifiées si A est un
G-faiscean algébrique cohérent, ou si A est le faisceau multiplicatif O% des
germes de fonctions réguliéres inversibles sur X. De plus, si X est non
ramifiée sur Y, alors on montre que H%G,A) =0 pour # >0, quand A est
un G-faisceau algébrique cohérent, ce qui permet d’appliquer prop. 5.2.3.
Dans le méme cas, on peut aussi montrer que HYG, O%) = 0. On pourrait
aussi considérer des variétés arithmétiques, les mémes résultats sont valables.

5.8. Cas d’un groupe discontinu d’homéomorphismes. Pour abréger
et par abus de langage, nous dirons que G est un groupe discontinu dhoméo-
morphismes de X s’il satisfait a4 la condition suivante:

(D) Pour tout x & X, le stabilisateur G, de x est fini, et il existe un
voisinage V., de x tel que pour tout g € G non dans G,, on ait 9.V, Vs = ¢.

On peut alors supposer évidemment V, ouvert, et de plus g.V, = V, pour
g € G, (en remplacant au besoin V, par lintersection des g.V,, g € G,). La
condition (D) est vérifiée par exemple si G est fini et de plus X séparé, comme
on voit aussitdt. Si X est une variété algébrique irréductible muni de sa
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topologie de Zariski et G un groupe fini d’automorphismes de X, la condition
(D) n'est pas vérifiée (sauf si G opére trivialement).

THEOREME 5.3.1. Supposons la condition (D) vérifibe. Soit A un Giaiscean
abélien sur X, soit y € Y, x un élément de f-1(y). On a alors des isomorphis-
mes canoniques

(5.3.1) HYG, A) (5) = HG,,A(%).

Prenant V, comme dans I’énoncé de la condition (D), et de plus V, ouvert
et stable par G,, on peut appliquer le corollaire a la proposition 5.2.1, ce qui
nous rameéne au cas ol G = G,, X = V, donc ou G est fini. Montrons qu'alors
RY(A)=0pour ¢ >0. On a pour tout y € Y :

K (A) (9) = lim. H'G=X(U), A),

la limite étant prise suivant les voisinages ouverts U de y. Or x et V, étant
pris comme ci-dessus, et se bornant aux U < A(V,), on voit que f~U) est
réunion finie d’ouverts disjoints deux a deux g. U, (g € G/G,), ou U, = V,Nf~(U),
donc HYf-YU), A) est somme directe dun nombre fini de groupes iso-
morphes 4 H'U,, A). Quand U parcourt un systéme fondamental de voisinages
de y, U, parcourt un systéme fondamental de voisinages de x, donc on obtient
pour R (A) la somme directe d'un nombre fini de groupes isomorphes a
ligl HY(U,, A); or ce dernier est nul pour g >0, en vertu du lemme 3.8.2.

On a donc bien R%,(A) = 0 pour g > 0, donc en vertu de proposition 5.2.2
le premier membre de (5.3.1) s’identifie & H”(G, /i (A))¥), qui, G étant fini,
est égal a HYG, f,(A) () (comme on l'a signalé dans 4.4). Se rappelant
qu'on pouvait supposer X = V,, donc que f~(y) est réduit a x, on a alors
f+(A) (») = A(x), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. Supposons que pour tout x € X, lordre n, du stabilisateur
G, soit tel que la multiplication par n, soit un automorphisme du groupe A(x).
Alors HXX ; G, A) = H¥(Y, A%), et par suite H¥(Y, A%) est I'aboutissement d'une
suite spectrale dont le terme initial est IID' = H'(G, H'(X, A)).

En effet, le théoréme 3.5.1 donne HYG,A)= 0 pour g >0, donc on est
dans les conditions d’application de la proposition 5.2.8. Le corollaire précé-
dent est surtout intéressant dans le cas oit A est un faisceau d’espaces vect-
oriels sur un corps de caractéristique p ne divisant aucun des n, (ce qui est
toujours le cas en caractéristique 0). Quand il n’y a pas de corps de base,
on pourra utiliser la variante suivante:

COROLLAIRE 2. Supposons que les ordres n, des G, admettent un ppcm n; soit
P lensemble des diviseurs premiers de n,C(P) la catégorie des groupes abéliens
dont chaque élément a un ordre fini n’ayant pas d autres diviseurs premiers que des
p € P. Alors avec la terminologie introduite dans 1.11, H*(X; G, A) est
isomorphe mod C(P) a H¥Y, A%), donc ce dernier est I'aboutissement mod C(P)
d'une suite spectrale cohomologique dont le terme initial est HY(G, H(X, A)).

En effet, réduisons mod C(P) les suites spectrales du théoréme 5.2.1.
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Ona ? =0 mod C(P) pour g >0, car en vertu du théoréme 5.3.1 HYG, A)
est un faisceau annulé par n, donc H?(X, HY(G, A)) est annulé par » pour tout
?, donc est nul mod.sC(P). Le corollaire 2 en résulte aussitot.

Si les n, sont tous réduits a 1, c’est a dire si tout ¢ € G, g e, n'a pas
de point fixe (on dit alors simplement que G opére sans points fixes) on trouve
H*%G, A)=0 pour n >0, donc H*X, G, A) = H¥Y, A%, ce qui est aussi
évident a priori, a cause de l'isomorphisme signalé a la fin de 5.1 entre la
catégorie des faisceaux sur Y et la catégorie des G-faisceaux sur X, quand
G est un groupe discret d’homéomorphismes sans points fixes. On trouve donc
dans ce cas I'énoncé classique:

COROLLAIRE 3. Si G opere “sans points fixes”, alors H¥Y, A®) est 'about-
issement d'une suite spectrvale cohomologique dont le terme initial est
HYG, HY(X, A)).

REMARQUE. Par définition, la deuxiéme suite spectrale du théoréme 5.2.1.
s’obtient en prenant une résolution C(A) de A par des faisceaux I'x-acycliques,
et en prenant la deuxiéme suite spectrale du foncteur I'Y par rapport au
complexe I'y(C(A)). En général, la premiére suite spectrale de I'* par rapport
a ce complexe ne s'identifie évidemment pas a la premiére suite spectrale du
théoréme 5.2.1 (prendre une résolution injective de A1!). Il en est cependant
bien ainsi sion prend pour C(A) la résolution canonique de A. (cf.3.3), comme
on voit par un raisonnement analogue a celui de la proposition 4.3.2. Il en
est encore ainsi si X et Y sont paracompacts et si on prend pour C(A) une
résolution de Cartan de A4, i.e. C(4)= A®:C, ou C est un “faisceau fond-
amental” au sens de Cartan-Leray, comme on peut montrer par des raison-
nements asses différents (nous n’aurons pas 4 nous servir de ce fait). Par
suite, la suite spectrale I est bien la suite spectrale de [10] dont le terme
initial avait été laissé non explicité.

5.4. Transformation de la premiére suite spectrale. Nous supposons
toujours la condition (D) du numéro précédent satisfaite (bien que ce ne
soit pas absolument essentiel). Scit Y, une partie fermée de Y contenant les
supports des H¥G, A) pour » > 0 (il suffit par exemple, en vertu du théoréme
5.3.1,que Y, contienne 'ensemble des ¥y € Y tels que G, = e). Soit X = /YY),
soit V' le complémentaire de Y, et U le complémentaire de X;. Considérons
les suites exactes :

0> Ay —»A — Ay, —0,
0= (A%)r— A% > (A%)y,— 0.
Comme on a manifestement (A% = (A%, on obtient un diagramme com-
mutatif de suites de cohomologie ‘
5.4.1) . .H’(iY, (A% )— H”(E’, A"y — HY, (A%y,) — H””(%’, (Ay)—~ ....
4. ) 1
e (X G AN H(X G A) > HY(X; G, Ax,) > H™ (X ; G, Av)— ...

Or il résulte de I'hypothése sur Y, que H¥G, Ay) = 0 pour »n >0, car c’est
évidemment le cas dans l'ouvert V, mais c’est vrai aussi sur Y, car en vertu.
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de théoréme 5.3.1. on a H*G, Av) (v) = HYG, Av(y)) pour y € Y,. En vertu
de proposition 5.2.3, T'homomorphisme HYY,(A%r)—> HX; G, Ar) est donc
un isomorphisme pour tout z#. On voit tout aussi facilement que ;"X ; G, Ax,)
s'identifie 4 H™(X); G, A), de plus on sait que Y, (A®)y,) = H¥Y,, A%). On
déduit alors du diagramme précédent, par un “diagram-chasing” évident, une
suite d’homomorphismes

n—1
(6.4.2) - H"(X,G, A H"(X,;G, A)/Im H*1(Y, A%-2~H Y, A
ZLHYX: G, AL HY(X, ; G, A)/Im HY(Y,, A%) —
qui est un complexe (le produit de deux homomorphismes consécutifs est nul),
et exacte partout sauf éveniuellement aux termes H™Y, A%), le défaut d’ex-

actitude Ker a”/Im 9 en ce terme étant isomorphe canoniquement au noyau
de 'homomorphisme H(Y,, A®)— H"(X,; G, A). On obtient ainsi:

ProrosITION 5.4.1.  La suite d homomorphismes (5. 4.2) définit sur H*(Y, A%)
une suite de composition de longueur 3, dont les quotients successifs sont
isomorphes respectivement a Coker -1 = H* 1 (Xy; G, A)/(Im H*-Y(X; G, A) +
Im H*-(Y,, A%)), a Ker (H(Y, A®)— H"X,; G, A)) et a Ker " < H"(X; G, A).

On peut donc dire que l'utilisation de la premiére suite spectrale nous
donne un moyen de ramener la détermination de H*(Y, A%) a une bonne con-
naissance de H*(X,G.A), H*(X, G.A), H*(Y,A¢) et des homomorphismes naturels
HXX; G, A)— H* X, ; G, A) + H*(Y,, A%). Or la détermination des deux prem-
iers groupes pourra étre tenté par utilisation de la deuxiéme suite spectrale,
tandis que le calcul de H*(Y,, A¢) sera souvent possible si on a pu choisir
Y, assez petit. Un cas particuliément simple et important est donné par le

COROLLAIRE. Supposons que G opere trivialement sur X, (donc G est fini),
que A soit un faisceau d'espaces vectoriels sur un corps k, et que G opére
trivialement sur A|X,. Alors la suite (5.2. 4) est exacte, et H*(X,, G, A) s'identifie
canoniquement & CDHYG, K) ® H(Xo, A).

P+y=n

En effet, la derniére assertion est un cas particulier de la derniére as-
sertion de théoréme 4.4.1. Par suite, ’homomorphisme canonique de H(Y,
A¢) = H"(X,, A) dans H™(X,; G, A) est injectif, donc la suite (5.2.4) est exacte.

REMARQUES. Supposons que G soit un groupe fini d’ordre premier, alors
en prenant pour X, I'ensemble des points de X fixes sous G, et Y, = f(Xy), Yo
satisfait a la condition énoncée au début de ce numéro. Si alors A est un
faisceau d’espaces vectoriels provenant d'un faisceau sur Y (i.e. tel que G
opére trivialement sur A|X,) on est dans les conditions d’'application du corol-
laire 1. On retrouve par exemple trés facilement le théoréme de P. A.Smith
relatif au cas ofi X est une sphére homologique mod. p de dimension finie (p
étant l'ordre de G): alors X, est une sphére homologique med. p. D’ailleurs
cette démonstration “naturelle” par les suites spectrales générales est en fait
trés voisine de celle de Borel [2]; bien entendu, 'hypothése de compacité faite
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dans [2] est entiérement inutile. On trouve encore plus facilement, comme
application du corollaire précédent, que si un groupe fini G d’ordre premier p
opére dans un espace X de dimension finie qui est acyclique mod. p, alors
I'ensemble X, des points fixes et 'espace quotient X/G sont acycliques mod.
p. 1l en résulte que si X est acyclique pour un corps de coéfficients % (de
caractéristique quelconque, le cas de caractéristique == p étant trivial), il en est
de méme de X/G; et k étant arbitraire, cet énoncé reste valable en y rem-
plagant 2 par Z. Une récurrence immédiate montre que ces résultats relatifs
a X/G sont encore valables si on suppose seulement G fini résoluble. Enfin, les
calculs de ce numéro sont aussi utiles dans I'étude des puissances de Steenrod
dans les faisceaux et la cohomologie des puissances symétriques d'un espace.
Ce sont dailleurs des calculs analogues dans un manuscript de R. Godement
sur les puissances de Steenrod (non publié), qui ont inspiré le présent numéro.

5.5. Calcul des HX; G, A) par les recouvrements. Nous aurons a
nous servir de résultats auxiliaires:

LeEMME 5.5.1. Soient C.,C,, Cs trois catégories abéliennes, on suppose que
dans les deux premieres tout objet est isomorphe & un sous-truc d'un objet
injectif. Soient F et G des foncteurs covariants de C, dans C, et de C, dans
C; respectivement, on suppose que F transforme objets injectifs en objets G-
aycliques. Soit enfin K un jfoncteur covariant de C, dans la catégorie K(C,)
des complexes a degrés positifs dans C,, satisfaisant aux deux conditions (i)
H'K(A) = F(A) (isomorphisme fonctoriel) (ii) K(A) est ayclique en dimensions
n >0 quand A est injectif. Sous ces conditions, il existe sur C, un foncteur
spectral cohomologique, aboutissant au foncteur gradué (R(GF)(A)), et dont le
terme initial est
(5.5.1) E?9(A) = R’G(R'K(A))

Désignons par HP le foncteur covariant L — H°(L) de K(C,) dans C,, on
a alors GF = G(H'K) = (GH)K. Or si A est injectif, K(A) est (GH)-ayclique,
i.e.on a R"G(K(A)) = O pour n > 0; en effet, K(A) est une résolution de F(A)
en vertu de (i) et (ii), donc R*"G(K(A)) = R"G(F(A)) et le dernier membre est
nul en vertu de I'hypothése faite sur F. On peut donc appliquer le théoréme
2.4.1 au foncteur composé (GH")K, ce qui donne le foncteur spectral du lemme.

LEMME 5.5.2. C;,C,,Cs, F et G étant comme dans le lemme précédent, il
existe un foncteur spectral cohomologique sur la catégorie X(C,) des complexes
C a degrés positifs dans C,, aboutissant au foncteur gradué (R(GF)(C)), et
dont le terme initial est

(5.5.2) EPYC) = RP°G(RF (C)).

Indiquons par une barre au dessus d'un foncteur, le foncteur obtenu par
“prolongement” aux catégories de complexes a degrés positifs. On a alors
R™GF) = R"(H'GF) = R*(H°G)F). Or le foncteur F: K(C,)—K(C,) transforme
objets injectifs en objets (H'G)-acycliques, en d’autres termes, si C est un objet
injectif de K(C,), alors R*G(F(C)) = 0 pour n > 0; en effet, d’aprés la cara-
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ctérisation des objets injectifs dans K(C;) indiquée dans 2.4, C est acyclique
en dimensions >0 et se “décompose”, de plus les C et Z‘(C) sont injectifs,
d’ofi il résulte d’abord que F(C) est une résolution de F(Z°(C)) d’ou R*G(F(C))
= R"G(F(Z*(C))), et comme Z%C) est injectif le deuxiéme membre est nul d’aprés
Ihypothése sur F. Ainsi, on peut appliquer le théoréme 2.4 au foncteur

composé (HPG)F, ce qui donne le foncteur spectral de I'énoncé, compte tenu
que R'F = R'F (relation qui résulte immédiatement des définitions).

COROLLAIRE. Sowus les conditions précédentes, soit C une résolution d'un
objet A € C,. Alors il existe une suite spectrale cohomologique, aboutissant a
lobjet gr dué (RGF) (A)), et dont le terme initial est donné dans (5.5.2).

En effet, on a ici R*GF) (C) = RGF) (A).

Revenons a l'espace X avec le groupe dopérateurs G. Soit U = (Ui)ia
un recouvrement de X, G opérant dans I'ensemble d’indices 7 de telle fagon
quon ait g.U; = U, pour tout i € I: on dira que U est un G-recouvrement.
Si P est un préfaisceau abelien sur X dans lequel G opére, alors le complexe
C(U, P) des cochaines de U a coéfficients dans P peut-étre considéré comme
un complexe de G-groupes de fagon évidente. Nous poserons

(5.5.3) HY(U ; G, P) = R"I'(C(U, P))
ofi le deuxiéme membre peut donc aussi s’expliciter comme le groupe
HYC(G, C(U, P))), (G, (U, P)) étant le bicomplexe formé des cochaines de G a
valeurs dans le complexe C(U, P), bicomplexe qu'on pourra noter C(U; G, P):
(5.5. 3 bis) H"(U; G, P) = H(C(U; G, P)).

Supposons d’abord le G-recouvrement U ouwert. Nous allons appliquer le
lemme 5.5.1 en prenant les catégories C'¢, C¢ (catégorie des G-modules),
C (catégorie des groupes abéliens), et les foncteurs I'x et I'¢, et posant enfin
K(A) = C(U, A). I'x transforme bien objets injectifs en objets I'¢-acycliques
(corollaire a la prop. 5.1.3), et les conditions (i) et (ii) du lemme sont satis-
faites, (i) parce que U est ouvert, et (ii) en vertu de ce qui a été dit dans
3.8 (deuxiéme alinéa). 1II reste a expliciter R'K(A), le calcul est immédiat
(et a d'ailleurs été fait dans 3.8) on trouve R'K(A)= C(U, H'(A)), o H'(A)
désigne le préfaisceau H'(A) (V)= HYV,A). On a donc prouvé:

TBROREME 5.5.3. Soit X un espace muni d'un groupe G d'opérateurs, soit
U = (U;) un G-recouvrement ouvert de X. Alors il existe sur la catégorie C¥®
des Gfaisceaux abéliens sur X, un foncteur spectral cohomologique, aboutissant
au foncteur gradué (HWX; G, A)), et dont le terme initial est

(5.5.4) E?9(A) = H (U ; G, H(A))
(0% H'(A) est le préfaiscean H'(A) (V)= H(V, A) sur X).
On en conclut comme d’habitude des “edge-homomorphisms”
(5.5.5) HU; G Ay— H(X;G,A)
et une suite exacte a 5 termes, montrant entre autres que I’homomorphisme
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précédent est injectif si n = 1. De plus:

CoROLLAIRE 1. Si les U,.«, sont tous A-acycliques, alors les homomor-
Dhismes (5.5.5) sont des isomorphismes.

COROLLAIRE 2. Le théoréme précédent est encore valable si U est un G-
recouvrement fermé, pourvu que l'on soit dans Pun ou lUautre cas suivant:
a) U est localement fini et X paracompact, b) U est fini.

Dans le cas a), en vertu de ce qui est censé avoir été vu dans 3.8 (voir
remarque de 3.8), les conditions (i) et (ii) du lemme 5.5.1 sont encore satis-
faites (pour (i), c’est d’ailleurs trivial sans hypothése de paracompacité, grace
au fait que U est localement fini), et la formule R°K(A) = C(U, H(A)) est
encore valable. Dans le cas b), il faut suivre la méthode de Godement (qu’il
développe pour G réduit 4 l'unité), et que nous allons esquisser, a4 cause des
possibilités d’application a 1a Géométrie Algébrique abstraite. Tout d’abord,
on introduit, suivant une idée de P. Cartier, le complexe de faisceaux C(U, A),
dont le complexe des sections sur un ouvert V quelconque est par définition
CU|V,A|V) (ofi le signe | indique comme toujours qu'on prend la restriction
a I'ensemble indiqué aprés ce signe). On prouve que c’est 13 une résolution
de A (voir livre de Godement [9] pour des détails). Nous allons lui appliquer
le corollaire au lemme 5.5.2 (les lettres dans l'énoncé de ce lemme ayant
la méme signification que plus haut). Il reste seulement a prouver que
R'F(C)=HYX,C(U,A)) est isomorphe (fonctoriellement) & C(U, H'(A)). Cela n'offre
pas de difficulté, grice au fait que U est fini, et en utilisant le théoréme 3.5. 1.

Nous dirons qu'un G-recouvrement U = (U;)i est “sans point fixe” si G
opére dans 7 sans point fixe, i.e. si g = ¢ implique g¢.7 == 7 pour tout 7. Si
alors P est un G-préfaisceau quelconque, alors pour tout 7, on a

(5.5.6) cu,py = II 1 prgu.,.w),

(1o,+- 1) 0e6

le premier signe H étant étendu a un systéme complet de représentants (,,...,

") de I"*!/G. Dans le deuxiéme produit, tous les termes sont canoniquement
isomorphes a P(U;,...:,), de sorte que ce produit s'identifie au groupe des
applications de G dans le groupe fixe P(Us,...;,), G ¥ opérant par translations
gauches. Il est bien connu qu'un tel G-module est I'%-acyclique, donc il en
est de méme de C*U, P). On fera cependant attention que la formule (5.5. 6)
n'est valable qu’en supposant que C(U, P) désigne le complexe des cochaines
quelconques (non nécessairement alternées) de U a coéfficients dans P (alors
que les considérations antérieures valaient indifféremment pour les cochaines
quelconques, ou les cochaines alternées). En utilisant la premiére suite
spectrale d’hyperhomologie du foncteur I'¢ par rapport au complexe C(U, P),
on trouve alors:

ProrosITION 5.5.4. Si U est un G-recouvrement sans points fixes, alors
on a pour tout G-préfaiscean P:
(6.5.7) HYU, G, P) = H(C(U, P)%)
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ou C(U, P) désigne le complexe (@ opérateurs) des cochaines quelconques (non
nécessairement alternées) de U a cobfficients dans P.

Conjuguant avec le corollaire 1 du théoréme 5.5.3, il vient:

COROLLAIRE. U étant un G-recouvrement sans point fixe, on suppose que
U est ouvert, ou que U est fermé et de plus X paracompact ou U fini. Si A
est un G-faisceau tel que H'(U,...i,, A) =0 pour tout (iy....iy) € I"*1 et tout
n >0, alors on a des isomorphismes canoniques :

HYX; G, A) = H(C(U, A)).

Nous allons expliciter le complexe C(U, P)¥ quand U est un G-recouvrement
sans point fixe. Alors 'ensemble d’indices de U est isomorphe (en tant qu’en-
semble oti opére G) a un produit G x I ot G opére par translations gauches sur
le premier facteur: g'-(g,4) = (9’9, ); nous identifierons 7 a (e, 7). Soit (fyyis....,00i,)
une n-cochaine invariante a coéfficients dans P, posons

(5.5,9) Fig 011,000t = Jor 10: g1ty onin

F est une fonction qui dépend des » +- 1 arguments 7. is € I et des n argu-
ments g¢..gs € G,a valeurs dans les PU:;, N .U, N.... N 9:,Us,), et la
cochaine invariante donnée est entiérement déterminée par la connaissance de
cette “cochaine non homogene’ F, en vertu de

(5.5.10) Jovion..\onin = 90- Fio o0  grityecr00 2auin

cette formule définit d’ailleurs, quand on part d’une cochaine non homogéne
F, une cochaine invariante f, et la cochaine non homogéne associée a f n’est
autre que F. Reste a exprimer Uopérateur différentiel de C(U, P)* directement
en termes de cochaines non homogénes. On trouve immédiatement :

(5. 5. 11) (aF)iu g1i1,e e, 0p+1in+1 = J1. Fi:,gr—lgzim.-- .ox-lauﬂfnﬂ
A
+ 2 ( - l)aFio,.(/l‘ly-uy(/w’wn-w.f/n-"lin"'l
1Sa=n+1

ol le signe A signifie que les lettres placées en dessous doivent étre omises.
Un cas particuliérement intéressant est celui oft 7 est réduit a un élément,

c’est a dire ou on part d'une partie D de X telle que U gD =X, et quon

Yel
considére le recouvrement (g-D)s«c. Alors les n-cochaines non homogénes sont
des systémes (Fy,,... 5,), avec
Fp....on € P(DNgeDN....Ng,*D)
et la formule (5.5.11) devient

(5.5.11 bis) ©@F)o,....001 = 91°F5 7 Y0 ... o0y lgpny
+ 2 (= DFp Do
1Sa=sn+1

Soit donc Z l'ensemble des g € G tels que ¢-D(\D + ¢ (ce sera un ensemble
fini dans les cas “raisonnables”), la formule précédente montre que le complexe
C(U, P)? donnant les groupes H*(U; G, P) peut se construire en connaissant
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uniquement la loi de composition (g, ¢9’)— g~l9’ dans L (la ou elle est définie),
les intersections D[lg-D(9€ L), et bien entendu les groupes P(DNg:-D....
NgnD) (les g: dans L), leurs applications de restrictions et la facon dont les
gi € L y opérent.

ReMARQUES I. a) Dans les conditions précédentes, supposons par exemple
que P soit le faisceau constant défini par un anneau commutatif %, et que
les DNg,»D( .. .. N gnD soient acycliques pour %, et connexes. Alors les valeurs
Fy,... ¢, sont simplement des éléments de % (définis pour DN g,-DN.... NgrDn *
¢), et le complexe de ces cochaines donne la cohomlogie H*(X; G,k). Cela
donne une méthode explicite de calcul si on suppose 'ensemble L ci-dessus
fini (ce qui implique que le complexe C(U, k)% est libre de type fini en toute
dimension). 11 semble que ceci doive permettre par exemple la calcul de la
cohomologie des groupes modulaires 4 plusieurs variables (ici H¥X; G, Z) =
H*(G, Z), puisque X est un ouvert contractile de I'espace euclidien), quand
on connait un domaine fondamental assez simple D, (sans avoir a regarder
ce qui se passe aux points multiples comme dans la méthode [10], qui semble
impratiquable pour un ensemble de points fixes trop compliqué).

b) Prenons D = X, donc U = (y-X)s, On constate que la suite spectrale
du théoréme 5.5.3 n’est autre que la deuxiéme suite spectrale du théoréme
5.2.1, de terme initial H”(G, H{(X, A)). On notera d’ailleurs qu’il ¥ a en tous
cas un homomorphisme fonctoriel canonique de la suite spectrale du théoréme
5.5.3. dans la deuxiéme suite spectrale du théoréme 5.5.1, comme on voit
en complétant le lemme 5.5.1. resp. 5.5.2. dans ce sens.

Pour finir ce numéro, nous allons donner quelques indications sur le calcul
“Cechiste” des HYX; G, A), généralisant les considérations de 3.8. Soient U
et V deux G-recouvrements, V plus fin que U, on va définir des homomorphis-
mes canoniques
(56.5.12) HYU;G,P)— HYV ;G,P)
définis pour tout G-préfaisceau abélien P, et fonctoriels en P. Tout d’abord,
posant U = (U, V = (V})ss, Supposons qu'il existe une application ¢ : J— 1
telle que V;cU, pour tout j& J, et qui commute a G. On en déduit clas-
siquement un homomorphisme @: C(U, P)— ((V, P), et qui de plus ici com-
mute & G, d'oi en vertu de (5.5.3) un homomorphisme (5.5.12). Ce dernier
est indépendant du choix de @. Si en effet ¢’ est une autre application ayant
les mémes propriétés, on construit classiquement une homotopie bien déterminée
sde@a @ :p—¢ =035+ 0, et pour des raisons évidentes de “transport

de structure ” s commute 4 G, dou résulte que @ et ¢’ définissent le méme
homomorphisme (5.5.12). Si on ne suppose plus que I'on peut trouver une @
comme ci-dessus, on comsidére I'ensemble 7 = G x I ol on {ait opérer G par
9'(g,%) = (g'9, ?), et le G-recouvrement U’ sans points fixes (I(,i)w, neaxr défini
par U,y = U, = gU;. L’application Y(g,7) = g+ i a les propriétés requises
plus haut, et définit donc un homomorphisme.

mU; G, P)-»HU; G, P)
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Il suffit donc de définir un homomorphisme canonique H¥U';G, P)—
HY(V ;G,P), or on est maintenant dans le cas envisagé au début, grice au fait que
U’ est un G-recouvrement sans points fixes moins fin que V. La définition des
homomorphismes (5.5.12) est ainsi achevée, de plus ces homomorphismes
jouissent de proprtétés de transitivité évidentes. Il s’ensuit d’abord que si U
et 'V sont deux G-recouvrements équivalents, alors ’homomorphisme (5.5.12)
est un isomorphisme, de sorte que H"(U; G, P) ne dépend que de la classe
du G-recouvrement U (pour la relation d’équivalence définie par la relation
de préordre: V est plus fin que U). Posons alors

(5.5.13) HYX; G, P) = lim - HU ; G, P)
—

la limite inductive étant prise suivant I’ensemble ordonné des classes de G-
recouvrements ouverts de X. Les homomorphismes (5.5.3) deﬁmssent des
homomorphismes fonctorlels

(5.5.14) HYX; G, A)— HYX; G, A)

pour A € CY®; on se propose d'indiquer des conditions sous lesquelles on a
13 des isomorphismes. Un passage a la limite inductive dans Jles suites spec-
trales. associées aux divers U (théoréme 5.5.3) montre que H*(X; G, A) est
I'aboutissement d'un foncteur spectral cohomologique, dont le terme initial est

(5.5.15) EYYA) = HX; G, H'(A)),

les homomorphismes (5. 5. 14) n’étant autres que les “edge-homomorphisms” de
cette suite spectrale. Or, on prouve:

LeEMME 5.5.5 Supposons que Y soit paracompact, X séparé et que G soit
un groupe discontinu dhoméomorphismes dans X (¢f. 5.5.3). Si P est wun
G-préfaiscean abélien tel que le faisceau associé soit nul, alors H¥(X; G, P)
=0 pour tout n >0,

Dans le calcul de IV’I“(X ; G, P) d’aprés (5.5.13), on peut se borner a des
G-recouvrements U sans points fixes; pour ceux-ci la proposition 5.5.4 s’ap-
plique, de telle fagon qu’il suffit de prouver ceci: si f* € C%(U, P)% ofi U est
un G-recouvrement ouvert sans point fixe, alors il existe un G-recouvrement
ouvert sans point fixe V plus fin, et une application ¢ :J— 7 pour les ensem-
bles d'indices, satisfaisant aux conditions envisagées plus haut, et telle que

@f" = 0. On commence par montrer qu’il existe des G-recouvrements ouverts
arbirairement fins du type (gUi)ka,neaxr, 04 (U:) est une famille d’ouverts de
X telle que, si G; est le stabilisator de U;, G; soit fini et ¢ & G: implique
oU. N U; = ¢. On supposera donc cidessus que U est du type précédent.
Considérons la cochaine non homogéne (Fiy .. ..0,4,) Qui correspond a jf”.
Considérons 7 comme le nerf du recouvrement (f(U;)) = (U;) de Y, et pour tout
simplexe s = (5. ,7») de 7, soit U = Uy, ...,;,. Pour fout n-simplexe s de 7,
et tout y € U, soit W; un voisinage ouvertde », contenu dans U, et tel que
pour tout systéme g = (g1,....,9n) tel que Us, ¢ = Ui,N91Ui N .. .. NgaUs,

A

ait une projection sur Y qui contient y, la restriction de Fij g, .00, @
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Us, o« Nf~YW;) soit nulle: un tel W; existe grace a 'hypothése sur P, au fait qu'il
n'y a quun nombre fini de systémes g a considérer, et que les Us, ) f~Y(W),
quand W parcourt un systéme fondamental de voisinages de y, parcourt
un systéme fondamental de voisinages de lensemble fini des x € U,
se projetant sur y. Y étant paracompact, il résulte maintenant d'un
lemme bien connu en théorie de Cech, quon peut trouver un recouvrement
V' = (V;)s de Y, une application ¢’':J—1 telle que V;c: U, s pour tout
j €], et telle que pour tout.n-simplexe ¢ de J, V, soit contenu dans un au
moins des ensembles W¢'®). Soit alors V= Uy Nf V), soit V =
(9°V5)w,necxs €t considérons Papplication @ : G x J—G x I définie par ¢’. On voit

aussitot que (V, @) satifait aux conditions voulues, et notamment @(F) = 0
d’ott @(f*) = 0.

Le faisceau assoié au préfaisceau HYA), g >0, est nul (lemme 3.8.2).
Le lemme 5.5.5 et la suite spectrale de terme initial 5.5.15) montrent alors:

THEOREME 5.5.6. Si G est un groupe discret dhoméomorphismes de X,
et 51 Y = X/G est paracompact, alors les homomorphismes

(5.5.14) HYX; G, A)— H¥X; G, A)
sont des isomorohismes pour tout G-faiscean abélien A.

REMARQUES II. De la suite spectrale de terme initial (5.5.15) on tire,
sans aucune hypothése sur X, G, A, que

H(X: G, A) = H\(X,G, A)
(et que HXX; G, A)— HXX; G, A) est injectif, car on vérific que E" =

pour tout z > 0). Or ffl(X ; G, A) peut s’interpréter géométriquement, comme
on constate facilement, comme I'ensemble des classes de G-A-fibrés sur X
(i.e. de fibrés sur X “a faisceau structural A” [11], et ou G opére de facon

compatible avec cette structure). Drailleurs, I;/T‘(X ; G, A) est défini aussi, et
admet la méme interprétation géométrique, si A est un G-faisceau de groupes
non nécessairement commutatifs. Les développement de [11], en particulier
du Chap. V, peuvent alors se transporter a peu prés mot a mot dans le
contexte plus général des G-fibrés. Il serait dailleurs indiqué de donner un
traitement d*‘Algébre Homologique non commutative,” dans le contexte des
foncteurs et catégories, qui englobe a la fois cette théorie des fibrés, et le
mécanisme algébrique des questions d’extensions de groupes (de Lie et autres)
tel qu'il se trouve développé par exemple dans des papiers de Hochschild et
de A.Shapiro [12,13,19].

5.6. Les Ext} (X; A, B). Dans ce numéro, O désigne un G-faisceau
d’'anneaux fixé, et on considére la catégorie abélienne C°® des G-O-Modules
(cf. 5.1). Le groupe des G-O-homomorphismes d’'un G-O-Module A dans un
autre B sera noté Homo ¢(4, B), ou Homo,«(X; A, B) si on veut expliciter
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I’espace sur lequel on considére A et B (ce qui donne un sens aussi au
symbole Home, «(U; A, B) si U est une partie de X stable par G). On a, en
notant que le faisceau Homo(A,B) est un G-faisceau, donc le groupe
Homo (A, B) = I'yHomo(A, B) un G-module, les formules

(5.6.1) Home, «(A, B) = I'{Homo(A, B) = '"Homo(A, B).
On pose: i
(5.6.2) Homo,«(A, B) = (Homo A, B))*

donc Homy, (A, B) est le faisceau sur ¥ = X/G dont les sections sur l'ouvert
Uc Y forment le groupe Homo ¢(f~U; A, B) des G-O-homomorphismes de
Alf~{U) dans B|f-XU). Posons:

ho,A (B) = Homyo (A, B), ho,A (B) = Homo (A, B)
ho,¢ 4 (B) = Homo, (°A, B), ko, ¢ 4 (B) = Homo (A, B),

définissant ainsi, pour A fixé, quatre foncteurs exacts a gauche, les deux
derniers étant liés aux deux premiers (déja rencontrés au Chapitre IV) par
les formules fonctorielles

(5.6.3)

(5.6.4) ho,¢,4 = f§ho, 4

(5.6.5) ho,6,4 = I'vho,¢,.4 = I'?ho,s = Pho, 4
Nous poserons :

(5.6.6) Ext} «( X; A, B) = R"ho,¢,a(B),
(5.6.7) Ext; (X; A, B) = R*ho,s,4(B).

Ainsi, pour deux G-O-Modules A, B, les Exty .(X; A, B) sont des groupes
abéliens, formant un foncteur cohomologique universel en B et se réduisant a
Homo,e(X; A, B) en dimension 0, tandis que les Extg (A4, B) sont des fais-
ceaux abéliens sur Y, formant un foncteur cohomologique universel en B, et
se réduisant 2 Homo, (A, B) en dimension 0. Drailleurs les Extg (X; A, B)
ne sont autres que les groupes Ext généraux dans la catégorie C*®, (Bien
entendu, nos définitions sont justifiées grice a la prop. 5.1.1). Comme Homgo,¢
(A,B) donc aussi Homo, (A, B) est un foncteur contravariant exact en A
chaque fois que B est un objet injectif de C™%, il en résulte (cf.2.3) que les
Extg o(X; A, B) resp. les Extj (A, B) forment aussi un foncteur cohomologi-
que contravariant par rapport 4 A (pour B fixé). Notons enfin qu’'on montre
facilement, comme dans 4.2 et 5.2 (qui sont des cas particuliers) que l'on a

(5.6.8) Ext; (A, B)| U = Exty (Alf~\0), Blf4(U))
(nature locale des Ext par rapport a I'espace Y). On en conclut un énoncé

analogue a celui du corollaire a4 1a prop. 5.2.1, et qui permet, dans le cas
ofi G est un groupe discontinu d’homomorphismes (cf.5.3), de se ramener au
cas ofi G est un groupe fini. On montre alors, en reprenant les raisonnements

de 4.1, que les homomorphismes naturels
(5.6.9) Homyo, «(A, B) (¥) > Homy, (A(x), B(x)) fx) = 9)
(o0 U, est l'anneau, engendré par O(x) et Z(G), envisagé dans 5.1) sont
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bijectifs lorsque O est un faisceau cohérent d’anneaux noethériens a gauche,
et A est cohérent en tant que O-module; et que sous ces conditions sur X, G,
O, le U,-module B(x) est injectif chaque fois que B est un objet injectif de
C%®, (On remplacera dans la démonstration, les O-Modules libres de 4.1.
par des G-O-modules du type Z(U) introduits dans la démonstration de prop.
5.1.1). On en conclut immédiatement que les homomorphismes naturels

(5.6.10) Extg (4, B)(y)— Exty, (A(x), B(x))

déduits des homomorphismes (5.6.9) sont des isomorphismes si on suppose le
groupe d homéomorphismes G discontinu au sens de 5.3, O un faiscean cohérent
d'anneaux noethériens a gauche, et A un G-O-Module, cohérent en tant que
O-Module. Cet énoncé contient a la fois les théorémes 4.2.2 et 5.3.1 (le fais-
ceau d’anneaux constant Z étant cohérent et noethérien!) et précise dans les
cas les plus importants la structure des Extg (A, B).

Des formules (5.6.4)et (5.6.5), on peut tirer autant de suites spectrales
par application du théoréme 2.4.1. Nous ne nous intéresserons qti’a celles
déduites de (5.6.5), aboutissant a Ext} .(X; A, B). Il faut encore vérifier que
dans chaque de ces trois formules donnant %o s 4 comme un foncteur composé,
la condition d’acylicité usuelle est vérifiée, cela résulte du

LEMME 5.6.1. Supposons que B soit un objet injectif de C°9, alors
Homuo,¢ (A, B) est un faisceau flasque sur Y, Homo(A, B) est un G-module I"%-
acyclique, et Homo(A, B) est un G aisceau 1"§-acyclique.

En vertu de proposition 5.1.2, on est ramené au cas ot B est le faisceau
produit défini par une famille (B,)..x de U,-modules injectifs B,. Il en résulte
que le G-faisceau abélien H = Homo(A, B) est le faisceau produit défini par
la famille de G-modules H, == Homo() (A(x), B(x)). Alors Homg (4, B) est le

faisceau produit sur Y défini par la famille des groupes H, = H (H,)¢* (produit

étendu aux x tels que f(x) = ¥) donc -est flasque. Admettons un instant que les
H, sont des G,-modules I'®*-acycliques, (ce sera prouvé dans le corollaire ci-

dessous). Alors le G-module H, induit par le G.,-module H, par extension
contravariante des scalaires est I'%-acyclique comme bien connu, donc
Homo(A, B) = T';H = H H, est I"-acyclique. Enfin, H étant flasque donc I'y-

reX|G
acyclique, il résulte de la deuxiéme suite spectrale du théoréme 5.2.1 que

HY{X; G, H) = H{G, I'xH), qui est nul pour z >0 d’aprés ce quon a vu.
Cela acheéve la démonstration du lemme 5.6.1, pourvu qu'on prouve le cas
particulier suivant :

COROLLAIRE. So0it O un anneau avec unité ou opeve un groupe G, soit U
Vanneau engendré par O et Z(G), soumis aux relations de commutation ghg!
=N pour g € G, A& O. Soient A et B deux U-modules, B injectif. Alors le
G-module Homo (A, B) est 1"*-acyclique. (Ne pas croire qu’il soit injectif ')

Soit B’ = Homyz(Z(G), B) le groupe des applications /' de G dans B, nous
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y ferons opérer G et O par

@7 () =f (9", ) (9) = N[ (g),
on constate aussitdt que B’ devient ainsi un U-module, et quon définit un
U-homomorphisme injectif @ : B— B’ en posant

@) (9) = g-b
Ainsi B se plonge dans le U-module B’, et comme B est injectif, c’est un
facteur direct de B’, donc Homy (A, B) est (en tant que G-module) un facteur
direct de Homo (A, B’), et il suffit de montrer que ce dernier est I'¥-acyclique.
Posons H = Homo (A, B), considérons H comme un G-module en y faisant
opérer G par u%a) = g u(g-'a); on vérifie alors immédiatement qu'on a un
isomorphisme canonique
Homy (A, B’) = Homy (4, Homz(Z(G), B)) = Homz(Z(G), Hom, (A, B))

en convenant de mettre sur le dernier membre H” = Home(Z(G), H) la structure
de G-module définie par f7(g) = g’f(yg’). On écrit pour ceci, pour toute z €
Homy, (A, Homz (Z(G), B)), u(a)g) = g - us(a), alors les’u, sont des O-homomorph-
ismes de A dans B et « s’identifie a la famille des #,, identifiée a un élément
de Homz(Z(G), H). Considérons aussi le G-module A’ obtenu en mettant sur
Homz(Z(G), H) 1a structure de G-module définie par (¢gf) (¢9) = f(yg’). On obtient
un G-isomorphisme v de H sur H” eu posant Y{f)(y) = ¢’(y). Or il est bien
connu que H est I'“-acyclique, quel que soit le G-module H, il en est donc
de méme de H", cqfd.

Le lemme 5.6.1 nous permet de tirer des formules (5.6.5) trois suites
spectrales aboutissant 4 Exto ¢(X; A4, B). Pour expliciter les termes initiaux
des deux derniéres, il reste a4 expliciter les foncteurs dérivés de %o 4 et ho,a
considérés comme foncteurs sur C°*, Quand on les considére comme foncteurs
sur la catégorie C° des O-Modules (sans opérateurs) leurs foncteurs dérivés
sont par définition (4.2) les foncteurs ExtZ(X;A, B) resp. les foncteurs Exti(A
B). Il en est encore ainsi quand on les considére comme des foncteurs sur
C%9 comme il résulte aussitot des définitions et du

LeEMME 5.6.2. Si B est un G-O-Module injectif, c’est un O-Module injectif.

Comme dans le lemme 5.6.1, on est ramené au cas ot B est le faisceau
produit défini par une famille (B,)..x de U,-modules injectifs B,. Il suffit donc
de prouver que les B, sont aussi des O(x)-modules injectifs, ce qui nous raméne
au cas odl X est réduit a4 un point x. En fait, la démonstration ne semble pas
plus simple dans ce cas, et celle que nous allons donner s’appliquerait en fait
chaque fois qu'on a une catégorie abélienne C (telle que C°) ou “opére” un
groupe G, comme dans?, permettant de passer 4 la catégorie C(G) (ici C%®)
des “objets avec opérateur” correspondante; on suppose que C satisfait AB 5)
et admet un générateur: alors tout objet injectif A de C(G) est aussi injectif
dans C. Pour le prouver, il suffit évidemment de prouver que tout objet A de
C(G) se plonge dans un objet M de C(G) qui est injectif dans C. Pour ceci,
il suffit d’examiner la construction donnée dans 1.10 pour I'immersion de A
(considéré comme objet de C) dans un objet injectif M de C: on plonge A
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dans un module M(A), qui est un foncteur (non additif !) de A, 'homomorphis-
.me A— M;(A) étant fonctoriel ; on itére le procédé transfiniment, et on passe
a la limite inductive, ce qui nous donne un objet injectif M(A) qui est encore un
foncteur en A, et une injection A — M(A) qui est un homomorphisme fonctoriel.
Cette construction est bien définie, une fois choisi un générateur U de C et
un cardinal convenable. De plus, remplacant au besoin U par la somme
directe de ses transformés par G (comparer avec la démonstration de prop.
5.1.1), on peut supposer que U provient d’un élément de C(G). On voit alors,
pour des raisons évidentes de “transport de structure”, que si A est un objet
de C(G), G opére aussi dans M(A), qui se trouve donc étre un objet de C(G)
en réalité, et linjection A — M(A) est compatible avec les opérations de G.
C’est I'injection cherchée de A dans un objet de C(G) qui est injectif dans C.
Cela achéve la démonstration; le lecteur qui conserverait des doutes ex-
plicitera la démonstration dans le cas C = C° envisagé dans le lemme, en se
bornant §'il préfére au cas “purement algébrique” ott X est réduit A un point.

Nous sommes maintenant en measure d’énoncer le résultat principal de
ce numéro, démontré dans les considérations qui précédaient :

THEOREME 5.6.3. Soit X un espace muni d'un groupe d'homéomorphismes
G et dun G-faisceau danneaux O. Soit A un G-O-Module. On peut trouver,
sur la catégorie CO® des G-O-Modules, trois foncteurs spectraux cohomologiques,
aboutissant au foncteur gradué (Extg ;(X; A,B)), et dont les termes initiaux
sont respectivement

[p%B) = HXY, Ext} (A, B)),
(5.6.11) 2%B) = HYG, Exty(X; A, B)),
I «B) = H(X; G, Bxty(A, B)).

Si O = A les deux premiéres suites spectrales se réduisent aux suites
spectrales du théoréme 5.2.1, la troisiéme suite spectrale est nouvelle. Si G
se réduit a4 I'élément neutre, alors les suites spectrales I et III sont iden
tique, et identiques a la suite spectrale du théoréme 4.2.1, tandis que Ia
suite spectrale Il est triviale. Si X se réduit a un point, les suites spec
trales II et III sont identiques, et d’ailleurs non triviales en général (et, il
semble, utiles), tandis que la suite spectrale I est triviale, ¥

On tire des suites spectrales précédentes des “edge-homomorphisms” et
des suites exactes 4 5 termes, que nous n’écrirons pas. Nous n’expliciterons
qu’un seul cas particulier de dégénérescence :

11) La suite spectrale non triviale obtenue aboutit 2 Extv(A4,B) et son terme initial
est H*(G,Exty(A,B)) (U étant Panneau engendré par Z(G) et le G-annean O, pour
les relations de commutation gag-1=A9 pour A€ O, g€ G). Signalons quon peut
obtenir cette suite spectrale plus facilement directement, en utilisant des résolutions
projectives de A au lieu de résolutions injectives de B. On voit en effet trés facile-
ment que si A est un U-module libre, alors A est un O-module libre, et Homo(4, B)
est un G-module ré-acyclique,
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COROLLAIRE. Si le G-O-module A est localement isomorphe, en tant que
O-module, a O", alors on a des isomorphismes canoniques

(5.6.12) Ext} «(X; A, B) = H(X; G, Homo (4, B)).

Cela résulte de la suite spectrale 777, puisque alors Ext}(A, B) = 0 pour
q >0 (prop. 4.2.3). En particulier, prenant A = O, on trouve:

COROLLAIRE 2. On a, pour tout G-O-Module B, des isomorphismes fonc-
toriels :

(5.6.14) Exty «(X; O,B) = H(X; G, B).

REMARQUES. Signalons encore, dans deux cas particuliers, deux autres
suites spectrales aboutissant 4 Extg «(X; A, B). Supposons que O soit le G-
faisceau d’anneaux constant défini par un anneau O oux G opére, et que A
soit le G-O-faisceau constant M défini par un O-module M ou G opére de
facon compatible avec ses opérations sur O: g-(Am) = g(A)g(m). Introduisons
lanneau U engendré par O et Z(G) soumis aux relations de commutation
oAg~! = g(\), M est donc un U-module. Considérons le foncteur hy,y sur la
catégorie des U-modules, défini par hy,x(N) = Homy(M, N), on a alors pour
tout G-O-Module B : Homo (M, B) = Homy(M, I'x(B)), i. e. on a I'identité foncto-
rielle

(5.6.5 bis) hoex = houl'x.

On vérifie facilement de plus que I'x transforme objets injectifs de C™®
en des U-modules injectifs, de sorte que le théoréme 2.4.1 donne un foncteur
spectral cohomologique IV sur la catégorie CO®, aboutissant au foncteur
gradué (Ext} .(X; M, B)), et dont le terme initial est

(5.6.11 bis) 1IVe(B) = Exty(M, H(X, B)).

Si on suppose de plus que G opére trivialement sur M, alors on a aussi
Homo, ¢ (M, B) = Homy(M, I'«(B)) = Home (M, I'(B)), d’ou la iformule foncto-
rielle

(5.6.5 ter) ho,em = ho,xl'%

On peut encore montrer que I'¢ transforme ‘objets injectifs de C%® en O-
modules injectifs (en montrant que si N est un U-module injectif, alors N¢
est un O-module injectif), et le théoréme 2.4.1. donne un cinquiéme foncteur
spectral cohomologique, de méme aboutissement que les précédents, et dont
le terme initial est

(5.6.11 ter) Vna(B) = Exti(M, H(X ; G, A))
Si G est réduit a T'unité, les suites spectrales IV et V coincident avec la suite
spectrale du théoréme 4.3.1. Si X est réduit & un point, la suite spectrale

IV est triviale, mais la suite spectrale V n’est pas triviale en général, et ne
se réduit pas aux précédentes'?.

12) Le terme initial de cette suite spectral est (avec les notations de 11))
Ext2(A, Hi(G, B)).
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UN EXEMPLE. Supposons que G soit un groupe d’automorphismes d’une
variété holomorphe, ou plus généralement d’un “espace holomorphe” X, O le
faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X. Si A et B sont deux
faisceaux analytiques cohérents ofi G opére, comme tout faisceau analytique
extension de A par B est cohérent, il s'ensuit que les classes de G-O-faisceaux
cohérents extensions de A par B correspondent aux éléments de l’espace
vectoriel complexe Extg o(X; A, B). D'autre part, si » est un entier > 0,il y
a une correspondance naturelle entre les fibrés vectoriele holomorphes E a
fibre I'espace C” et les faisceaux algébriques cohérents M sur X qui sont
localment isomorphes a O”: a E correspond le faisceau O(E) des germes de
sections holomorphes de E, et 4 M correspond le fibré holomorphe dont la
fibre en x € X est M(x) ®o,C (C étant considéré comme un module sur ’algébre
augmentée O(x)). Il est alors immédiat que dans cette correspondance, les
fibrés vectoriels holomorphes a fibre C* admettant G comme groupe d’opéra-
teurs correspondent aux G-O-Modules qui sont, en tant que O-Modules, locale-
ment isomorphes a O” Il s'ensuit que les classes d’extensions d’un fibré
holomorphe a opérateurs E par un autre F correspondent de facon naturelle
aux éléments de Ext} ,(X; O(E), O(F)), qui est isomorphe, en vertu du corol-
laire 1 au théoréme 5.6.3 4 l'espace vectoriel H{(X; G, O(E'®QF)) (E' désignant
le fibré dual de E). On peut aller plus loin si G est un groupe dzscontinu car
comme on est en caractéristique 0, on aura en vertu du corollaire 1 au théo-
réme 5.3.1: H(X; G,L) = H(Y, L% pour tout G-faisceau d’espaces vectoriels.
Drailleurs si L est un faisceau analytique cohérent, il en est de méme de L?
(voir [5, Chap. XII], en particulier O(E'QF)% est un faisceau analytique
cohérent sur Y. On conclut par exemple, grace a [7], que si Y est compacte,
alors l'espace vectoriel des classes de G-fibrés vectoriels holomorphes extension
de E par F est de dimension finie. (En fait, la suite spectrale I montre que
si Y est compact, et A et B deux faisceaux analytiques cohérents a opérateurs,
alors les Ext{ (X ; A, B) sont de dimension finie). On a des résultats analogues
en Gémétrie Algébrique abstraite, sauf qu’alors on ne peut écrire H*(X; G, L)
= H*(Y, L% que si par exemple l'ordre de G est premier a la caractéristique,
ou si G opére “sans points fixes”.

- 5.7. Introduction des familles ¢®. Soit & un antifiltre de parties
fermées sur l'espace X, considérons le foncteur

5.7.1) I%(A) = T'y(A)¢
sur la catégorie C¥% des G-faisceaux abéliens sur X. On posera
(5.7.2) HYX; G, A) = RTS(A).

Si @ est l'antifiltre formé de toutes les parties fermées de X, on retrouve les
foncteurs H(X ; G, A) du 5.2. Soit ®’ I'ensemble des parties fermées de X
contenues dans une partie fermée F € & invariante par G, alors il est évident
que &' est un antifiltre de parties fermées de X, et que I'§ =T1'¢,. On sup-
posera donc par la suite que ¢ = &', ou ce qui revient au méme, que ¢ est

Pensemble des parties fermées F de X telles que f(F) € V¥, 0% WV est un antifiltre
de parties fermies de Y. On a alors les formules fonctorielles :
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(5.7.3) ¢ = Tyf§ = eI,

Comme f§ transforme objets injectifs de C¥® en faisceaux flasques, donc I'y-
acycliques, la premiére formule donne encore un foncteur spectral cohomo-
logique sur CX®, gboutissant au foncteur gradué (H'(X; G, A)), et de terme initial
(5.7.4) 1(A) = HYY, Hi(G, A)).

La seconde suite spectrale du théoréme 5.2.1 ne se généralise plus telle
quelle, car on ne pourra pas dire en général que si B est un objet injectif de
C*¥@ T'(B) soit un G-module I'*-acyclique. Mais supposons que tout ensemble
de Y ait un voisinage qui soit dans . Pour tout ouvert UCY, soit Ayr=
Ay le G-faisceau abélien sur X qui est nul dans C/-XU) et coincide avec
A sur fI(U). On a T'y(A) = Ii_n: T'x(Av), ot la limite inductive est prise suivant

Pensemble ordonné filtrant des parties ouvertes U de Y telles que Ue V.
Comme les applications I'(Ay) — I'x(Ar) pour U < V sont injectives, le foncteur
I'¢ passe 4 la limite inductive, et on obtient une identité fonctorielle :

(5.7.5) T%A) = lim. T'Y(Av)
-9
d’oli, comme pour le corollaire 1 4 prop. 3.10.1:
(5.7.6) HYX;G,A) =1lim HY(X; G, Av).
%

Or pour tout U, H*(X; G, Ay) est 'aboutissement d’une suite spectrale cohomo-
logique II(A4, U) de terme initial

II(A, U)p1 = HYG, H(X, Av)).
et pour U variable, ces suites spectrales forment un systéme inductif. On
conclut alors de (5.7,6) que HXX; G, A), est laboutissement d'une suite
spectrale cohomologique de terme initial

5.7.7) 129 A) = li_rr:. H?(G, H(X, Av)).
U

Bien entendu, cette suite spectrale est méme un foncteur spectral en A. Dans
les cas les plus importants (que nous allons expliciter ci-dessous) on pourra
échanger les signes H”(G, — ) et lim., et alors on obtient, puisque lim. (X, Av)
— —>

= H'(X, A) (corollaire 1 de la proposition 3.10.1), la forme usuelle du terme
initial :
(5.7.7 bis) I1%¢ = HYG, H(X, A))
Conditions de validité de la formule (5.7.7 bis).

a) G est un groupe fini.

b) G opére trivialement dans les HYX, Ap), et les H G, Z) sont de type
fini.

¢) Le systéme inductif (H(X, Avr)) est “essentiellement constant” pour tout
g, i.e. on peut trouver un systéme cofinal (U;) tel que les homomorphismes
H/(X, Av)— H(X, Av;) soient des isomorphismes.
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