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MATEMATICA VAZUTA DIN INTERIOR SI EXTERIOR

DAN BURGHELEA*

Motivatie pentru titlu

Recent am fost intrebat de un coleg nematematician: ”Ce este caracter-
stic matematicii azi?” Rispunsul meu a fost:

Matematica de astizi este: (1) orientati pe probleme, (2) unitari, (3)
Jinamica.

in timp ce primul rispuns (1) a fost privit cu scepticism gi ironic calificat -
"politically corect”, (2) si (3) au fost atacate frontal: :

- Unde este unitatea cind, in locul celor patru domenii traditionale de
matematica, analizd, algebré, geometrie, probabilititi, revistele de referate

(ce raporteazd cercetirile prezente) clasifics matematica prezentd in 70 de
domenii gi 150 de subdomenii?

- Unde este dinamismul cand matematica la care este expus studentul in
liceu si "college” (primii 3 ani de facultate) este esentialmente aceeasi ca §i
cea la care au fost expusi studentii acum 50-60 de ani?

Dialogul sus mentionat arati cit de diferits poate fi perceptia despre
matematici dinduntrul matematicii, a unui producitor de matematica, si din
afara matematicii, a unui nematematician. Textul care urmeazi reprezinta

reflexii personale pe linia sugerati de titlu.
INTRODUCERE

Ca orice domeniu de intensd activitate intelectuald, matematica pune
probleme fundamentale ca : Ce este? Cum se face? La ce serveste? Raspun-
sul la aceste intrebidri este mai intotdeauna subiectiv, istoric §i incomplet,
dar in acelasi timp util §i interesant.

*Nota Vredac&iei: prelegere tinutd la Universitatea de \’gst din Timi:;oara. la 28 septem-
brie 1995, cu ocazia decerndrii titlului de Doctor Honoris Causa profesorului Dan Burghe-
lea de la Ohio State University - Columbus, U.S.A. _

- »
~ .

3



in prezenta expunere voi aborda aceste probleme gi, bazandu-ma pe expe-
rienta mea de cercetator gi profesor, voi prezenta o serie de reflexii personale.

Expunerea are patru parti; continutul lor este indicat de urmatoarele
titluri gi subtitluri.

1. Ce este matematica ?
1.1 Stiinta;
1.2 Arta;
1.3 Limbaj;
1.4 Mod de gandire.

2. Domeniile traditionale §i diviziunile matematicii

2.1 Algebra versus analizi versus geometrie;

2.2 Matematicid pura versus matematica aplicata;

2.3 Matematica speculativa versus matematicd concreta;

2.4 Matematica teoretizantd versus matematica problematizanta;
2.5 Matematica "soft” versus matematica "hard™ .

3. Valoare in matematica

3.1 Cum si cine decide valoarea in matematica;
3.2 Tipuri de matematicieni;
3.3 Moda si carisma in matematica.

4. Matematica in a doua jumatate a secolului 20

4.1 Rezultate importante;
4.2 Matematica si fizica;
4.3 Viitorul matematicii.

1. CE ESTE MATEMATICA ?
1.1. StiingX

Matematica este universal acceptata ca o stiinta, dar nu o stiinta a naturii,
in ciuda faptului cd impactul maxim al matematicii este in gtiintele naturii
si tehnologie.

Matematica contempld Universul Matematic care, desi nu are o realitate
fizicd, este in general acceptat ca obiectiv; exista convingerea cd o alta civi-
lizatie, intr-o altd locatie spatiald si temporala, la un anumit nivel de sofisti-
care, va dezvolta matematici , si aceasta va fi esentialmente echivalenta cu
matematica noastra.

Universul Matematic este constituit din concepte matematice ce sunt
rafiniri de concepte abstracte, generale, provenind exclusiv din gtiintele na-
turii. Structurd, miscare, simetrie, spatiu, cantitate. sansi sunt exemple de
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concepte generale. Numdir, functie, grup, spatiu topologic, v;:.r'ietate rieman-
niand, probabilitate sunt rafiniri ale conceptelor generale susmentionate. i
in acelagi timp exemple de concepte matematice.

Nu cunosc nici un concept matematic care si nu aibd motivatie in gtiintele
naturii. Scopul matematicii este de a descoperi si intelege legaturile dintre
aceste concepte, generalitatea gi relevanta lor, precum §i de a imbogéti uni-
versul matematic cu concepte suplimentare gi a descoperi legaturi noi intre
ele. De asemenea scopul matematicii este de a formula intrebari gi de a pro-
duce raspunsuri cantitative si calitative cu privire la aceste concepte si la

legaturile dintre ele .

Asa cum stiintele naturii oferd predictii fenomenologice §i isi dovedesc
utilitatea prin exersarea acestor predictii, teoremele de matematica ofera con-
cluzii cantitative si calitative cu privire la posibile interactiuni intre concepte
matematice si igi dovedesc utilitatea prin acuratetea anticipérilor cantltatxve
gi calitative asupra acestor interactiuni.

Elementele sus mentionate pun matematica in rindul stiintelor.

Nici una din stiintele naturii sau disciplinele tehnice nu pot fi abordate
fird un anumit nivel de cunogtinte gi abilititi matematice. Aceasta face din
matematici un instrument necesar stiintelor naturii §i tehnologiei, dar nu
defineste calitatea de stiintd a matematicii. Pentru cea mai mare parte din
nematematicieni, matematica este cunoscuti pentru rolul ei de instrument si
mai putin pentru calitatea ei de gtiinga.

1.2. Artd

in procesul de cautare a noului, matematica ca §i arta foloseste reprezen-
tari, analogii §i simboluri, si solicitd aptitudini intelectuale in parte asema-
nitoare cu arta. Spre exemplu, inspiratia, intuitia, imaginatia, talentul au
un rol deosebit in matematic ca gi in artd , gi mai mic in gtiinta, iar sansa
are un rol minor in matematicd si in artd , si un rol mult mai mare in etiin&i.

Abilitatea de a crea analogii este la fel de importanta in matematica
ca gi in artd. in matematici , ca i in artd, rezultatul nu este in general
proportional cu efortul depus pentru obtinerea lui.

Generalitatea rezultatului in matematici este comparabild cu anvergura
simbolici in arti. Esteticul intern este un factor important in determinarea
valorii rezultatului matematic, iar rezultatul matematic este adesea mai mult
creatie si mai putin descoperire. Creatia matematica reflectd personalitatea
creatorului, in timp ce descoperirea gtiintifici mai putin.

A produce ori consuma matematici implici adesea o emotie estetica,
- - . A o . - . w 5
comuni cu cea avuti practicind sau admirand picturd sau muzicid. E-
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xistd rezultate de matematici de o deosebiti frumusete, a ciror contem-.
plare sau prezentare produce o satisfactie speciald. Pentru mine, a prezenta
- demonstratia existentei a numai 5 poliedre regulate in spatiul cu trei dimen-
siuni, tetraedrul, cubul, octaedrul, dodecaedrul, icosaedrul, sau demonstratia
formulei lui Cauchy, sau prezenta clasificarea algebrelor Lie simple sau a
catastrofelor elementare in patru parametri sunt pliceri aseminitoare cu
auditia unei partituri de muzici.

'Elementele sus mentionate pun matematica intr-o pozitie similari cu arta.

1.3. Limbaj

in forma finald, un rezultat matematic este un silogism, mai mult sau
mai putin complicat, intre concepte. Din aceastd perspectivi, naivi dar le-
gitima, se poate afirma ci de indati ce conceptele matematice au fost dega-
jate si toate relatiile principale intre concepte (axiomele) au fost stabilite, un
rezultat matematic (teoremi) poate fi obtinut in mod sigur (intr-o perioada
de timp mai lungi sau mai scurt, proportionla cu lungimea silogismului ).
Asadar matematica apare ca un proces de elaborare a unui limbaj (constituit
din ‘concepte §i legituri intre ele) si de dezvoltare a unei literaturi in acest
limbaj. 3 '

Dintr-o altd perspectivi, matematica poate fi privitd ca o colectie de
limbi capabile si descrie universul matematic, asa cum limbile vorbite (en-
gleza, romana, -chineza) sunt capabile si comunice experientd umani. In
principiu, aceeasi experienti umani poate fi comunicati (cu mai multi sau
mai putini ugurinti) in oricare din limbile vorbite; cu toate acestea, o limbi
poate fi mai bine adaptati decit alta. Revenind la matematica, limbajul
algebrei comutative (algebrs, homomorfism, modul proiectiv etc.) si limba-
jul topologiei (spatiu topologic, functie continui, fibrare vectoriala etc.) sunt
ambele capabile sd descrie geometria varietatilor algebrice si cea a varietitilor
riemanniene. Limbajul algebrei comutative este mai bine adaptat pentru
geometria varietdtilor algebrice, iar cel al topologiei (geometriei diferentiale)
pentru geometria varietdtilor riemanniane. Algebra comutativi si topologia
~ pot fi privite ca doud din limbajele principale ale matematicii. Din am-
bele perspective, matematica poate fi vazuta ca un limbaj sau o colectie de
limbaje. Pentru majoritatea nematematicienilor (cu cunostinte generale de
matematicd), calitatea de limbaj a matematicii are mai mult de a face cu
rolul ei de instrument (mentionat in 1.1) decat cu consideratiile anteriore.

14 Mod de gandire

Precizia formulirii enunturilor, corectitudinea "rezultatelor” din punctul
de vedere al modului in care sunt derivate din informatia ce le precede sunt
caracteristici ale matematicii invidiate de orice alt domeniu de activitate inte-
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lectuali si adesea identificate cu esenta matematicii. Mai mult, in momentul
in care intr-un domeniu de stiintd un nivel ridicat de precizie si rigoare este
realizat, respectivul domeniu este adesea considerat si ca domeniu de mate-
maticé (spre exemplu lingvistici matematica, economie matematica, biologie
matematica etc.).

Existi notiunea de precizie matematica (rigoare in concluzii, precizie in
definitii) si cea de minte matematica (nu totdeauna fara conotatii peiorative);
nici una din aceste notiuni nu are de a face cu Universul Matematic, deci
direct cu matematica, dar se referd la un mod de gandire adesea identificat
(abuziv) cu Matematica.

2. DOMENIILE TRADITIONALE DE MATEMATICA,
ALTE DIVIZIUNI ALE MATEMATICII

2.1 Algebr# versus analizd versus geometrie

In toate stiintele naturii domeniile reflectd problematica studiata. Spre
exemplu in fizici, fizica solidului, fizica energiilor inalte, teoria gravitatiei
etc. indici cu claritate probleme de studiu bine precizate. In arti, domeniile
reflectd moduri de expresie, ca picturd, muzica, sculptura, literatura.

Traditional, algebra, geometria si analiza reprezintd cele trei mari do-
menii ale matematicii. In trecut, impreunid cu combinatorica, mecanica,
teoria probabilitatilor si topologia, ele descriau in mare masura problematica
matematicii. Diviziunea matematicii in domeniile sus mentionate a fost mai
utild pentru nematematicieni dec’t pentru matematicieni.

In prezent, matematica este divizatd in 70 de domenii §i 150 de sub-
domenii (a se vedea indexul domeniilor de matematica din Mathematical
Reviews), clasificare probabil utild nematematicienilor §i putin relevanta,
dacd nu incomodi, matematicienilor In matematica zilelor noastre, aproape
orice problemi interesanti poate fi revendicati de doud sau trei dintre cele 7
domenii traditionale si de cel putin 10 dintre cele 70 de domenii din noua clasi-
ficare. Diviziunea sus mentionati este acceptata de matematicieni mai mult
din nevoia unui mod sistematic de inregistrare si compartimentare a rezul-
tatelor cercetirii si de acces rapid la aceste rezultate. Natura rezultatelor
matematicii contemporane face insi succesul compartimentarii si accesului
discutabil.

Desi putin relevante pentru clasificarea problematicii matematicii con-
temporane, este surprinzitor cat de relevante sunt cele trei domenii, algebra,
geometria §i analiza, pentru clasificarea matematicienilor §i a modnlui de a
face matematici. In zilele noastre, nu matematica este divizata in algebrd,
geometrie si analizd, ci matematicienii sunt clasificabili in algebrigti, analisti
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sau geometri, i nu dupa problemele ce le studiaza , ci dupa talent si abilitate.

Talentul algebristului consta in abilitatea de a stabili egalititi, de a re-
cunoaste identitati, in timp ce a analistului este de a stabili si descoperi
inegalitati si a face estimdri. Abilitatea de a recunoaste identititi trebuie
inteleasd in sens larg, ca abilitate de a recunoaste aceeasi structurd in di-
verse ipostaze, iar abilitatea de a stabili estimdri, ca abilitate de a intui si
verifica relatii de magnitudine. Ceea ce caracterizeazi geometrul este abili-
tatea de a reprezenta spatial, de a gandi in termeni de figuri §i imagini, chiar
§i in probleme ce nu contin direct elemente spatiale. Din acest punct de
vedere .

- E. Cartan a fost un algebrist, desi toatd opera lui matematici este dedicati
geometriei,

A. Grothendieck si D. Hilbert sunt algebrigti, desi ambii au adus contributii
fundamentale in analiza,

S. S. Chern, unul din périntii geometriei moderne, este analist si algebri-"

S. T Yau (medaliat Fields 1982) este analist, desi numele lui este legat de
solutionarea unor probleme faimoase de geometrie,

M. Gromov si W Thurston (medaliat Fields 1982) sunt geometri, desi
- primul a revolutionat teoria grupurilor

Caracterizarea anterioara a abilitatii de algebrist, analist si geometru este
impartasitd de multi matematicieni; citatele urmitoare confirmi aceasta.

In vizitd in Romania la sfirgitul anilor 60, A. Grothendieck a fost intrebat
de ce a parasit analiza functionali (pe care o revolutionase in anii 50) in
favoarea geometriei algebrice. Rispunsul lui (dupi cate imi amintesc) a fost:
"am realizat ci sunt mult mai bun in a stabili egalititi decat inegalititi”

Intr-un recent articol intitulat "Will mathematics survive? Report on
the Zurich Congress”, reprodus in The Mathematical Inteligencer 1995, V.
Arnold (cunoscut matematician din gcoala sovietici), referindu-se la trei din
medaliatii Fields (J.Bourgain, J Yocooz si P.Lions), toti analisti, noteazi:
"all three of them noted for the art of manipulation of inequalities”.

; in viziti la 0.S.U. in 1979, Armand Borel (cunoscut matematician din
Princeton) mi-a relatat c a devenit congtient de calititile exceptionale ale
h!i S.T Yau, de la o primi lucrare submijsi de acesta la una din revistele la
c;’i_fe Borel era editor. Comentariul lui Borel a fost : "In acea lucrare, Yau
di¥nonstra o inegalitate despre gradientul unei functii (din care in mod magic
ol\linea rezultate remarcabile de geometrie diferentiald; am ingeles ce analist
promitator se ascunde in acest tanar”.
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in zilele noastre, activitatea matematici in domenii ca geometiia rie-
manniana, complexd , Kaehleriani, spectrald este realizati in cea mai mare
parte de matematicieni cu talent de analisti, activitatea in topologia va-
rietdtilor de dimensiune 3 §i 4 si in teoria grupurilor infinite este realizati de
geometri, iar activitatea in legituri cu teoria functiilor analitice complexe de
mai multe variabile si de topologie algebrica, i mare misurd, de algebristi.
Daca aceastd inconsistenti poate pdrea paradoxald nematematicianului, ea
este acceptabild i normald pentru matematician.

Alte diviziun’ ale matematicii :

In stiintd activitatea de cercetare se desfagoara pe doud planuri in opozitie
dar nu disjuncte i) fundamental versus aplicativ | ii) teoretic versus expe-
rimental.

Analogul acestor opozitii nu existd in artd. In matematica analoagele
acestor opozitii sunt : matematici puri versus matematici aplicata, ma-
tematicd speculativd versus matematici concretd, matematici teoretizanti
versus matematica problematizanti.

In cele ce urmeazi voi discuta fiecare din aceste opozitii, precum si o altd
opozitie interesantd: matematici soft versus matematici hard.

2.2. Matematic3 purX versus matematic¥ aplicat

Diviziunea matematicii in puri si aplicatd este analoagé diviziunii chimiei
sau biologiei in fundamentali si aplicati. In contextul acestei analogii, ter-
menul de matemati-& puri este incorect folosit (termenul corespunzator fiind
matematicd fundamentald). Asocierea cu adjectivul "purd” poate sugera ca
matematica purd ignord problemele ridicate de alte domenii de activitate
intelectuald, perceptie eaistentd in lumea nematematici. Interactia dintre
geometria diferentiald, topologie si fizici sau cea dintre geometria algebrici,
teoria numerelor si teoria codurilor sunt numai doui din foarte multele e-
xemple ce contrazic aceastd perceptie. Daci pentru un nematematician de-
osebirea dintre matematica aplicati si matematica pura este (lingvistic) evi-
dentd, pentru un matematician diferentierea nu este deloc simpla. iar pentru
multi matematicieni este inexistenti sau considerati o problema prost for-
mulata.

in analogie cu chimia sau biologia, matematica aplicati ar trebui si pre-
supuna specificarea unor tehnici matematice de maximi utilitate in stiintele
naturii, tehnologie, economie, precuin si specificarea unor probleme din aceste
domenii pentru care tehnicile men(ionate sunt eficiente, Datoriti dinamis-
mului atat al matematicii cat si al celorlalte domenii, o asemenea speciticare
va fi totdeauna incompleta i desuetil, si orice incercare de a explica ce nu



este matematici aplicati éste usor discreditabily. in zilele noastre, diferenta
dintre matematica puri si cea aplicata constd in modul in care cele doui sunt
finantate. Prima, matematica puri (fundamentald), este finantati in contex-
tul activititii academice, a doua, in contextul stiintelor naturii gi tehnologiei
§i in mare méisuri de industrie, armati si business. In articolul mentionat
anterior, V.Arnold merge mai departe, afirmand ci nu existi nici o distinctie
stiintificd intre matematica puri si aplicata , ci numai sociali. ”Matemati-
cianul pur este platit si faci matematics , in timp ce matematicianul aplicat
sd rezolve o problem precizati. Daci un specialist in teoria numerelor ar
fi plitit sd rezolve problema lui Fermat, atunci teoria numerelor ar fi mate-
matica aplicati, precum este considerati teoria corpurilor finite si a curbelor

peste corpuri finite, datoritd finantarii de cercetiri in aceste domenii de citre
C.I.A, K.G.B si alte agentii similare pentru scopuri de cryptografie”.

Dupi cum este greu de separat matematica aplicatd de matematica fun-
damentald , este si mai greu de specificat necesarul pentru pregitirea profe-
sionald a unui viitor expert in matematici aplicatid. Cu toate acestea, contrar
intereselor matematicii ca stiinti i exclusiv din motive politice, in multe uni-
versitati din America §i Europa existi departamente de matematici aplicati
separate de departamentele de matematici. In mare masuri aceasta separare
este generata de concurenta pentru resurse financiare si influenta adminis-
trativa. -

2.3. Matematic# speculativi versus matematic¥ concreti

Aceasta diferentiere a apirut prin analogie cu diferentierea dintre fizica
teoreticd si fizica experimentali (intr-un articol al lui F Quinn i A. Jaffe
apdrut in B.A.M.S in 1993) si are la bazi modul in care matematicianul
produce matematici noud. Spre deosebire de o buni parte a stiintelor naturii,
unde descoperirea este adesea instantanee §i neanticipabild, in matematici,
ca si in fizica modernd, rezultatul (descoperirea) este in general prezis(i).
Intr-o prima fazi, rezultatul este banuit, dupi care este ciutati evidenta si,
in caz ci existd suficientd, binuiala intri in faza de "conjectura” Ultima fazi
este cea de demonstrare sau infirmare a conjecturii, care in viziunea multor
matematicieni este de fapt Matematici. In fizici transformarea "banuieli;”
in conjecturi se face de obicei ca o consecintd logicd a unei teorii dezvoltate
pe baza unor premise presupuse adevirate sau cel putin rezonabile, si aceasta
este in general ficutd de fizicieni teoreticieni. Rimane pentru fizicienii expe-
rimentatori si confirme sau si infirme conjectura, deci premisele, deci teoria.
In matematicd, "banuiala” intri in fazi de conjectura fara si fie bazata pe
o teorie si in mare masurd din lipsi de argumente (contraexemple) care si
contrazica conjectura. ‘Cu toate acestea, matematicienii se lanseazi greu in
transformarea unei banuieli in conjecturi, dar standarde precise nu exista si
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mu pot s3 existe.

Daca infirmarea unei teorii in fizici este in general fir} consei:intﬁi §tiin§i-
8ci, infirmarea unei conjecturi matematice celebre poate fi chiar mai impor-
tanti decat confirmarea ei. in general infirmarea unei conjecturi inseamni
descoperirea unei complexititi aditionale, si implicit imbogitirea matem-

atici.

Cele doua faze, banuiala cu producerea de evidenta si conjectura impre- .
una cu un plan realist de atac al conjecturii, reprezinti matematica spe-
culativa, in timp ce demonstrarea conjecturii propriu-zise sau infirmarea ei
reprezintd matematicd concretd. Conjectura in sine, fird a fi sprijinita de o
schema de demonstratie sau de o puternicd evidenti nu se califici ca mate-
maticd speculativd. Exemple de matematicd speculativid sunt. programul
Langlands, matematica lui E. Witten, structura varietatilor de dimensiune 3
dupa Thurston.

In ciuda admiratiei pentru vizionari, excesul de matematica speculativa,
lipsit de rezultate de matematica concretd, discrediteaza cercetitorul.

Existd §i o acceptie peiorativd a conceptului de matematici speculati-
va; prin matematica speculativa, nematematicienii i o parte din matemati-
cieni inteleg matematici neriguroasa, rezultate nesatisfacitor demonstrate,
cu gsansad de a fi incorecte. Personal consider matematica speculativa numai
in prima acceptie, discutati anterior.

2.4. Matematic¥ teoretizanti versus matematici problemati-

zant3

Este indiscutabil cid problemele constituie motorul matematicii. Rezol-
varea problemelor, exceptie cazul in care acestea sunt simple exercitii §i nu
"probleme”, este un proces adesea lung, ce necesitd crearea de noi tehnici si
" teorii, i chiar de noi domenii. De cele mai multe ori aceste no teorii depasesc
- scopul initial, devenind interesante prin ele insesi si generand noi probleme
sau facindu-se utile in alte probleme. Spre exemplu, teoria schemelor, coo-
mologia etald §i coomologia l-adicd au fost create pentru un scop precis:
solutionarea conjecturilor lui Weil. Ulterior au fost dezvoltate si aplicate in
multe alte probleme de geometrie algebrici si in prezent constituie capitole
esentiale ale oricirui curs modern de geometrie algebrica.

Dezvoltarea si crearea de noi tehnici si teorii este un proces continuu in
matematica gi nu este intotdeauna determinat de solutionarea unei conjec-
turi.

Pentru multi matematicieni a produce matematica este exact acest pro-
ces, iar solutionarea problemelor, rezolvarea conjecturilor este o recompensa
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oferiti din cand in cind cercetitorului pentru efortul de a dezvolta tehnici si
teorii. Pentru acesti matematicieni interesul in probleme sau conjecturi este
comparabil cu cel pentru un "premiu”, mai mare sau mai mic, depinzand de
ego-ul personal. Existd mate.naticieni respectati pentrn matematica lor, al
ciror nume nu este legat de solutia niciunei conjecturi faimoase

Pentru alti matematicieni matematica este constitnitd esentialmente din
probleme, iar importanta tehnicilor si teoriilor depinde numai de succesul
aplicirii lor in rezolvarea problemelor existente.

Cele doud perceptii nu sunt atat de depirtate pe cat par i este adesea
cazul ci acelasi matematician, de-a lungul carierei, sa experimenteze alter-
nativ ambele perceptii. Ele duc insi la urmatoarele doud atitudini:

1) Matematicianul este ple(hspu:, sa dezvolte tehnici si teorii interesan-
du-se de probleme in misura in care ele pot fi rezolvate cu aceste tehnici si
teorii. Matematica dezvoltati cu aceastit atitudine este matematicad orientatd
teoretic sau matematica teoretizanti.

2) Matematicianul este predispus sd caute probleme pe care sa le re-
zolve, utilizand tehnicile si teoriile disponibile, perfectionand aceste tehnici
pe misura necesarului. Matematica dezvoltatd cu aceasta atitudine este ori-
entatd pe probleme, matematica problematizanta.

in prezent matematica problematizantd este predominantd. Pentru
aproape 30 de ani, pini la inceputul aniilor 1980, sub influenta curentului
bourbakist, matematica teoretizanté a fost predominantd si este de agteptat
ca in 20 de ani de acum inainte orientarea teoretizanta sa redevina predomi-
nantd, alternarea celor doui atitudini fiind o consecinté naturald a procesului
de cercetare.

Crearea de tehnici si teorii si rezolvarea de probleme nu pot exista una fard
alta. Cea mai mare parte a marilor matematicieni sunt responsabili pentru
contributii atat in rezolvare de probleme cat i in dezvoltare de noi tehnici
gi teorii. Exista insa matematicieni respectati care nu au avut rabdarea
necesari si dezvolte o teorie suficient de departe incat si-si lase numele
legat de ea, dar al ciror nume este retinut de istorie pentru rezolvarea unor
probleme importante,

Prevalarea matematicii orientate teoretic sau problematic este vizibila
in structura curriculum-ului necesar initierii in umtenmma a viitorului cer-
cetator si a felului in care acesta abordeazi cercetarea. In anii 60 putini
matematicieni (europeni) incepeau sé facd cercetare inainte de a fi acumulat
o cultura matematicd solidd. Tu zilele noastre cea mai mare parte din tineret
intri in cercetare fard un  minimum Jde eulturd matematicdd, urméand sa-si
faci aceastd enlturi pe mésura nevoilor procesului de cercetare.




2.5. Matematic soft versus matematicX hard

Matematica "soft” este matematica conceptuald, firi calcule elaborate,
in general operand mai mult cu concepte decat cu cantititi. Existi o ugoara
conotatie peiorativd in virtutea sensului literar al cuvantuluj "soft”, dar
aceastd conotatie este minimi , §i numai in legaturd cu domenii ca teoria
categoriilor, lingvistici matematici etc. Atat matematica geometrilor cat si
a algebrigtilor este mai apropiati de ”soft” decit de "hard”, dar aceasta nu
s masurd si caracterizeze algebra sau geometria ca matematici "soft”,

Notiunea de matematic "hard” este asociati cu matematica bazatd pe
formule sau estimiri, in general pe calcule dificile, posibil algebrice (spre

- exemplu tabelul de caractere al grupurilor simple finite). Datoritd unui exces
- de matematici structurald existi astizi un exces de stimé pentru matematica

“hard” Este de remarcat ci multe dintre rezultatele matematice importante
sunt sau au fost considerate definitive in momentul in care au capatat o

solutie soft.

Unul din cele mai originale rezultate matematice ale lui D. Hilbert este
stabilirea faptului ci subinelul polinoamelor de n variabile invariante la acti-

- mnea unui grup finit de permutiri ale variabilelor este finit generat. Demon-

stratia hui Hilbert este "soft” si poate fi prezentati pe doud pagini. Toate
P

- rezultatele anterioare ( demonstrarea acestui rezultat in cazul n = 2,3,4 ),
 desi partiale, se bazau pe calcule enorme cu polinoame invariante, reprezen-

tand matematici "hard”.

3. VALOARE iIN MATEMATICA

3.1. Cum si cine decide valoarea rezultatului matematic

Pe perioadd lungé valoarea unui rezultat matematic este decisi de timp,

in functie de utilitatea rezultatului in afara i induntrul matematicii i de
€antitatea noud de matematici generati de el.

Pe perioadi scurtd valoarea este decisi de matematicieni.

in anii 70, intr-o conferintd tinuti la Bucuresti, Jean Dieudonné ficea
urmatoarea afirmatie, care la acea vreme mi s-a parut arogantd si putin
intemeiatd: “Matematica buni produsi astizi este cea despre care Serre,
Grothendieck, Milnor, Atiyah, ... afirmi ci este buni”.

Spre deosebire de artd si aseminitor stiintelor naturii, in matematica
existd suficient consens cind un rezultat este bun sau nu, dar mai putin
consens cu privire la cat este de bun.

Problema stabilirii valorii cercetirii matematice, mai putin importanta
pentru matematicienii maturi (fiecare din noi avem un rispuns satisfacator
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si de multe ori foarte personal la ce este matematica bund), este deosebit de
importanta pentru tineretul care doreste sa facid cariera in cercetare mate-
matic, pentru institutiile care finanteazd matematica (in special matemati-
ca fundamentald) si pentru specificarea unui curriculum minimal in vederea
pregitirii unui matematician profesionist.

Existd parerea generald ca

Desi valoarea rezultatului matematic nu este proportionald cu efortul de-
pus pentru obtinerea lui, valoarea rezultatelor matematice per total, creatd
intr-o perioadd rezonabild de timp este proportionald cu efortul societatii
(comunitatii); existd parerea ci intr-o comunitate stiintifici pentru fiecare
matematician bun sunt necesari zece matematicieni mediocri, pentru fiecare
matematician foarte bun sunt necesari 10 matematicieni buni, §i pentru
fiecare matematician de geniu sunt necesari 100 de matematicieni foarte buni
( formularea aceasta aparine lui C. Foiag, cunoscut matematician roman);
personal nu subscriu la aceastd parere, dar ea este impartasita de o buna
parte a matematicienilor

Un rezultat matematic prea complicat este putin utilizat 51, in consecinta,
valoarea lui afectati. Personal nu subscriu la criteriul simplitatii, chiar si in
forme relative, dar cred cd un rezultat matematic in formi finala trebuie sa
fie clar si inteligibil, si c& numai atunci cand indeplineste aceste caracteristici
poate fi considerat definitiv Facand aceasta afirmatie colegului Gh. Nenciu
(cunoscut fizician si matematician roman) am primit cu promptitudine o
reactie de scepticism *”Este adevdrat, dar numai daci rezultatul este simplu”

Care matematici este consideratd buna ?
Cu siguranta urmétoarele reprezinta matematicd buna:

1. conjecturi importante (i.e. bogate in consecinte), populare in sensul
ci atrag atentia multor matematicieni, dificile (in sensu! cid au rezistat o
perioadi mai indelungati eforturilor de a fi demonstrate);

2. tehnicile gi teoriile necesare verificirii lor;

3. tehnici si teorii ce produc simplificari substantiale in demonstratia unor
conjecturi sau produc solutii noi pentru probleme dovedite de timp ca rele-
vante.

Totusi numai (cel mult) 20% din matematica produsi este in categoria
de mai sus. Care sunt insi criteriile pentru a evalua restul matematicii ?

[ata cateva :
1. profunzime §i naturalete;

2. originalitate si frumusete;

14




3. dificultate si complexitate.

Originalitatea si frumusetea estetici, desi subiective, oferd probabil cel
mai convingator criteriu, in lipsa timpului, pentru stabilirea valorii rezulta-
tului.

Pentru mine profunzime inseamni relevanti putin vizibili la suprafata,
dar pentru o mare parte a colegilor mei ea insearnni dificultate in demon-
stratie.

In zilele noastre dificultatea rezultatului este adesea supraevaluati. In
articolul mentionat inainte, V. Arnold afirmi: :

”... astdzi un rezultat este apreciat nu dupi cat este de util, ca in alte

stiinte, ci dupé cat este de dificil si putin accesibil, ca in alpinism”.

Lipsa de naturalete face o problema matematici mai dificild, dar nu nece-
sar mai interesantid. Referindu-se la admiratia, dupi pirerea lui exagerati,
pentru solutionarea unui numir de probleme si conjecturi dificile din teo-
ria numerelor (cu privire la scrieri ale numerelor intregi ca sume de numere
prime ), Arnold, citindu-l pe Lev Landau (premiul Nobel pentru fizici), se
intreaba:

”..." de ce si ne interesim de sume de numere prime? Numerele prime
sunt definite in raport cu inmultirea, si nu cu adunarea.”

3.2. Tipuri de matematicieni

Mi s-au cerut adesea opinii si perceptii personale despre matematicieni
pe care-i cunosc sau i-am cunoscut (atat ca indivizi cat §i ca matematicieni).
Retrospectandu-mi observatiile, pot si spun cd matematica tuturor matema-
ticienilor pe care-i cunosc reflecti in mare misuri personalitatea si inclinatia
lor intelectuald. O asemenea corelatie este aproape inexistenta in stiinta, dar
este puternica in arta.

Toti matematicienii pe care-i cunosc se inscriu in unul din cele patru
tipuri:

1) matematicieni de orientare religioasi;

2) matematicieni de orientare sportivi;

3) matematicieni de motivatie stiingifici;

4) matematicieni de motivatie estetica.

1) Matematicianul de orientare religioasi este dedicat regasirii unui pat-
tern (pe care el sau altcineva I-a descoperit intr-un domeniu al matematicii)
in alte domenii, situatii, ipostaze. Altfel spus regisirii chipului Dommnului in
ceea ce ne inconjoara. Evident in procesul acestor ciutiri o cantitate de nou
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va fi descoperit.

.2) Matematicianul de orientare sportivi este dominat de dorinta de a
se dovedi mai bun decit ceilalti, dorintd adesea confundati cu dorinta de a
rezolva problema. In general are putini apreciere pentru efortul de a produce
un argument alternativ (cand existd deja unul), putin interes in a explora
implicatia rezultatului sau a metodei, si este putin sensibil la estetica interni
a argumentului.

3) Matematicianul de motivatie stiintificd schimbi des domeniile ; mo-
torul cercetirii lui este "a intelege . Adesea matematica ce o face nu cores-
punde talentului sau vocatiei, dar este determinati de nevoia de a intelege
semnificatia problemei si eventual de a rezolva problema.

4) Pentru matematicianul de motivatie estetici a face matematici este
in acelasi timp un mod de existenta si exprimare pe sine insusi. El isi core-
leazé problematica cu inclinatia si talentul, §i evalueazd matematica in mare
maésura pe baza esteticii interne si a naturalitatii.

Cea mai mare parte a matematicienilor mari ce ii cunosc apartin acestui
ultim grup.

3.3. Moda4 si carismi in matematici

Stiinta §i arta au avut dintotdeauna nevoie de lideri. in matematica, difi-
cultatea crescindiin a recunoaste ce este interesant in raport cu neinteresant,
‘dorinta fireasca (a cercetatorului) de a lucra in domenii si pe probleme care
sd fie apreciate de comunitate i dependenta profesionali (a cercetatorului)
de opinia elitei comunititii au mirit considerabil influenta liderilor §i a modei
in matematici.

Liderul incontestat in prima parte a secolului 20 a fost D. Hilbert. Influenta
lui in dezvoltarea matematicii, in prima jumétate a secolului, este enormi;
dupd pirerea mea este mai putin bazati pe matematica inventatd de el, si
mai mult pe problemele formulate la Congresul International de Matematici
din Paris (care au focalizat activitatea matematici pentru o jumaitate de
secol), ca §i pe matematica ce a incurajat-o in seminarii la Gottingen. Pen-
tru o jumatate de secol matematica promovati de Hilbert a fost echivalenta
cu matematica "buna”.

il_l zilele noastre un lider necontestat este M. Atiyah. In a doua jumatate
a acestui secol alti lideri au fost : A.Weil, A. Grothendieck, iar in matemati-
ca sovieticd 1.S.Gelfand: In prezent, R.Langlands, W Thurston si E.Witten
sunt exemple de matematicieni de mare carisma si lideri urmati de discipoli
cu un devotament comun culturilor religioase.

Excesul de hourbakism dintre anii 1950 §i 1975, ca si protestul antibour-
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bakist dintre 1975 si 1995 sunt consecinte ale excesului de influenti a liderilor
si de conformism fati de modi. In ciuda acestui exces dezvoltarea matem-
aticii nu a avut de suferit, ba dimpotriva, a beneficiat de intuitia geniala a
unor matematicieni de mare carisma. Nu am nici un exemplu de personali-
tate carismaticd a cirei matematica sa nu fie exceptionald sau al cirei gust
matematic, preluat de "ucenici”, si fie mediocru. Cunosc insa matematicieni
a caror influenta a fost intarziatd, in ciuda relevantei i frumusetii matema-
ticii create, din lipsa de carismd. Este de asemenea adevirat ci influenta
personalitatilor de mare carisma este superioara influentei personalitatilor
de mare originalitate. Dintre matematicienii secolului 20 pe care ii con-
sider de maxima carisma mentionez pe: D.Hilbert, A.Weil, A.Grothendieck,
J.P.Serre, M.Atiyah, 1.Gelfand, R.Langlands, W Thurston, E. Witten, si
de maxima originalitate pe: H.Poincaré, H.Weyl, J.von Neumann, A. Kol-
mogorov, J. Milnor, S. Smale, S.Novikov, M. Gromov, A.Connes.

Dintre rezolvitorii de mari conjecturi mentionez pe: S.T.Yau, M. Fried-
mann, G.Falltings, A.Willes.

4. MATEMATICA IN CEA DE-A DOUA JUMATATE
4 A SECOLULUI 20

4.1. Rezultate importante

Am fost intrebat adesea de studenti care sunt descoperirile matematice
din a doua jumatate a secolului ce le admir cel mai mult, precum si care
sunt cele mai influente conjecturi de matematica rezolvate in cea de-a doua
jumatate a secolului. La prima intrebare raspunsul meu este :

1 Periodicitatea Bott;
2. Descoperirea mai multor structuri diferentiale pe sfere (Milnor 1956);

3. Descoperirea mai multor structuri diferentiale pe R* (S. Donaldson,
M.Friedmann, 1980-82), in opozitie cu unicitatea structurii diferentiale pe

R™ n#4.
La cea de-a doua intrebare raspunsul meu este:
a) Conjectura Poincaré in dimensiuae n > 5;
b) Solutionarea problemei Ipoteza Continuului;
c) Conjecturile lui Weil;
d) Conjectura lui Mordell;
e) Conjectura Poincaré in dimensiunea 4;

f) Solutionarea problemei lui Fermat.
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Alte conjecturi importante rezolvate in a doua jumatate a secolului au
fost : Invarianta topologici a claselor Pontrjagin (S.P. Novikov), Problema
celor patru culori ( Haken, Appel), Conjectura masei pozitive (Yau), Con-
jectura lui Calabi (Yau), Conjectura lui Bieberbach (de Brange), Conjectura
lui Burnside (Zelmanov) etc.

Cele mai importante conjecturi rimase nerezolvate sunt :
1) Ipoteza lui Riemann;
2) Conjectura lui Poincaré (dimensiunea 3) in formularea lui Thurston.

Fiecare din conjecturile sus mentionate au implicat aparitia si dezvoltarea
unor domenii noi si directii noi de cercetare in matematici , ca §i a unei
enorme cantitati de probleme noi.

Conjectura Poincaré in dimensiune mai mare ca 4 a dus la crearea topolo-
giei diferentiale si combinatorii (a varietitilor compacte).

Ipoteza Continuului impreuni cu rezultatele de indecidabilitate datorate
lui Gédel (obtinute in prima jumitate a secolului) au dus la crearea logicii
matematice, iar aceasta a avut un impact considerabil in ”computer science”.

Solutionarea conjecturilor lui Weil a schimbat fundamentele geometriei
algebrice, ficand teoria schemelor si coomologia etald capitole de bazi ale
acesteia, §i punand geometria algebrici in linie cu topologia varietatilor
diferentiabile.

Rezolvarea conjecturii lui Mordell a maturizat un nou domeniu: arith-
metic geometry

Solutionarea conjecturii lui Poincaré in dimensiune 4 a reprezentat ince-
putul unui nou domeniu, topologia varietatilor de dimensiune mici (3 si 4),
in care idei de fizici statistici si mecanici cuantici si-au extins relevanta in
afara fizicii.

Solutionarea problemei lui Fermat (prea de curand realizati pentru a fi
judecatd altfel decat ci a rezistat eforturilor matematicii pentru mai mult
400 de ani) va duce probabil la incorporarea teoriei curbelor eliptice in baga-
jul fundamental de matematici (pe picior de egalitate cu teoria curbelor si
suprafetelor de grad 2, studiate in primii ani de facultate).

‘In ultimele decade ale acestui secol asistim la cagtigarea unei enorme
respectabilitdti pentru cateva subdomenii de matematici, considerate in anii
60 epuizate sau de interes marginal, ca algebra lineard, mecanica hamilto-
niand, C*-algebre, braid -group. Renasterea acestor subdomenii, devenite
K — teorie algebricd, topologie simplectici, geometrie necomutativa, quan-
tum - group a fost determinati atat de aparitia unei generatii noi de pro-
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bleme, cat si de intuitia geniald a unor matematicieni de mare originalitate
ca Quillen, Gromov, Connes etc. 4

4.2. Matematica si fizici

Dialogul dintre matematica si fizici este vechi gi a constituit pentru sute
de ani motorul dezvoltarii matematicii.

Mecanici §i geometrie simplecticé, relativitate si geometrie riemanniani
si lorenziani, fizici cuantici si teoria spectrald a operatorilor, particule ele-
mentare §i reprezentéri de grupuri Lie sunt dialogurile principale intre fizica
si matematica secolului 20 pind in anul 1970. Matematica a fost necesara
fizicii atat in predictie cat si in calcule, pe scurt a avut i va continua sa aiba
aplicatii in fizicd pe aceste linii.

Incepand cu anii 70, dialogul dintre fizici si matematica a intrat intr-o
~ moui fazi, ale cérei caracteristi¢i sunt urmatoarele:

(1) Intrarea neasteptatd in dialog a unor domenii noi de matematica ca
teoria geometricd a functiilor de o variabild complexa si a spatiilor Teich-
muller, topologia diferentiald §i combinatorica, algebre Lie de dimensiune
mfinita.

(2) ‘Nu matematica domeniilor sus mentionate (cel putin pana in prezent)
are aplicatii in fizicd, ci fizica are aplicaii in matematica. Astfel matematica
generati de teoria Yang-Mills este responsabild de descoperirea mai mul-
tor structuri diferentiabile pe R*, iar matematica generata de teoria Seiber-
Witten este responsabilid de solutionarea (de citre Mrowka si Kronheimer)
a conjecturii lui Thom (o problemd interesantd in geometria algebrica si
topologia diferentiald ramasi nerezolvatd din anii 50), ca si de demonstratia
unicititii structurii simplectice pe C P? ( de citre C.Taubes). Idei de fizica
statistici §i teoria cuanticd a campului sunt rispunzatoare pentru o noua si
vastd sursi de (aparent) noi invarianti numerici pentru varietati de dimen-
siune 3 si 4. Teoria cuantici a campului a dus la degajarea conceptului de
“topological quantum field theory”, o noud sursi de functori si invarianti in
topologie.

|
|

(3) In aceasti noud fazi a dialogului, conceptele matematice relevante
Szicii sunt adesea apropiate de concepte deja existente in matematica , dar
mai niciodati aceleagi. Un exemplu este oferit de grupul difeomorfismelor cer-
wului, respectiv de algebra Lie a caimpurilor de vectori ale cercului. Interesant
pentru legitura cu fizica nu este grupul sau algebra Lie sus mentionate, ci o
wxtensie centrald a acestora, grupul Bott, respectiv algebra Virazorro. Alte
emple pot fi gisite in teoria geometricd a functiilor analitice si a spatiilor
ichmuller.



Aceste caracteristici au schimbat caracterul traditional al colaborarii din-
tre fizici si matematicd, ficind in final greu de diferentiat matematicienii
de fizicieni. Rezultate ale acestei colaboriri apar publicate atat in reviste de
fizicd cat si de matematici. Ca o consecintd a prezentului dialog si colaborari
dintre matematici i fizici, in matematicd a crescut mult viteza de-actiune,
dar s-au diminuat standardele de rigoare. ‘

<

4.3. Viitorul matematicii in societatea contemporana

in ciuda prezentei vigori si abundente de rezultate noi, viitorul imediat
al matematicii nu este foarte promitator. Motivul, in mod paradoxal, este
caderea comunismului.

in lumea tirilor (numite politic) de est, matematica sub comunism repre-
zenta singura disciplin care oferea, simultan, libertate de expresie, indepen-
denti (din punct de vedere al resurselor de cercetare) de autoritatea statului
si valoare de intrebuintare internationald. Aceste trei calitati o ficeau optiune
atractivi i preferati pentru tineretul capabil din punct de vedere intelectual.
Ciderea comunismului inliturd acest avantaj si pune matematica pe picior
de egalitate cu alte domenii de activitate intelectuald. Disciplinele umaniste
§i stiintele economice, putin interesante in contextul societdtilor dominate de
regim comunist, igi recapata justificat atractia, ba chiar pentru un numér de
ani vor beneficia de avantajul "tentatiei fructului interzis”.

Institutiile in care se desfisura activitatea de cercetare fundamentald in
tirile de est sunt incompatibile cu o societate cu mentalitatea economiei de
piati , citre care, in prezent, se indreapta tarile de est, contextul academic
rimanand unicul viabil pentru practicarea activitatii de cercetare matema-
tici; acesta la randul lui nefiind foarte atrdgitor din punctul de vedere al
salariilor oferite. %

in lumea trilor (numite politic) de vest, si in special in SUA, incetarea
r3zboiului rece diminueazi considerabil resursele materiale alocate ”tehno-
logiilor militare sofisticate”, un principal consumator de matematica funda-
mentalX, in afara universititilor. SUA traverseaza o serioasd crizd a sistemu-
lui de educatie predoctorali si in prezent dezbate reorganizarea acestuia. Din
lipsa presiunii produse de competitia pe linie militard §i in prezenta unei e-
vidente superioritati economice a vestului fata de est, in dezbaterile despre
educatie, cercetarea fundamentald este un parametru cu influenta intarziata
si va fi considerat pe planul doi. Din nefericire in lumea de vest (cu exceptia
Frantei), universitaile si intr-o oarecare masura agentiile federale, ca N.S.F
si N.S.A, sunt singurele institutii interesate in dezvoltarea matematicii noi,
desi multe alte institutii sunt consumatoare de matematica.

Observatiile anterioare se refereau la viitorul imediat al matematicii. Pe
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lungi durati. viitorul matematicii este mult mai promitator Matematizarea -
este o tendintd vizibild in lumea contemporana, iar nevoia unui nivel ridicat
de cunostinte matematice in stiintd gi tehnologie existad si creste in mod
continuu. '

Abstract

MATHEMATICS SEEN FROM THE INSIDE AND FROM THE
OUTSIDE

Like any domain of intense intelectual activity, mathematics raises basic
problems such as: What is it? How do we work with it? What is its useful-
pess? The answer to these questions is subjective, historical and incomplete
~ and yet always interesting.

The answer to these questions is very important for the decision as to who
allocates material resources and how these resources are allocated for this
activity. The present speech intends less to answer the problems mentioned
above and more to formulate some of their subproblems, with comments
based largely on my experience of researcher and teacher I shall present
thoughts and information, more or less accessible to the observer, interested
but uninvolved, in the competitive process of mathematical research, as well
as perceptions of people other than mathematicians who show interest in
and who favour mathematics. My speech has three parts: Part one: What is
mathematics?, Part two: Mathematics today, Part three: Mathematics and
contemporary society.

In the first part the problem to be discussed will be:

1. Is mathematics a science, an art, a language, a way of thinking?

2- Is the mathematical universe real? objective?

Considerations on:

" 3: the mathematical concept and its place in the mathematical universe will
complete this discussion.

In the second part I will tackle the following topics:
1. Traditional mathematical domains, the relevance of the classification of
mathematics into algebra, mathematical analysis, geometry, etc.
2: "Value” in mathematics.
3- Mathematicians and results in mathematics.
4: The special relation between mathematics and physics.

- Under'1 I will be discussing:
1.1: algebra versus mathematical analysis.
1.2: algebra versus geometry.
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1.3: mathematical analysis versus geometry.

1.4: the signifiance of the three fundamental domains inside and outside

mathematics.” What do the mathematical domains reflect, content? lan-
guage?, manner of approach?

Under 2 1 will explain what I mean by:

2.1: theoretical (fundamental) mathematics versus problem-solving mathe-
matics.

2.2: speculative mathematics versus concrete mathematics.
2.3: pure mathematics versus applied mathematics.

2.4: "soft” mathematics versus "hard” mathematics.

and I will discuss

2.5: types of mathematicians and attitudes in contemporary mathematical
research.

Under 3 I will present considerations related to "value” jn contemporary
mathematical research. I will explain what I mean by:

3.1: good mathematics, useful mathematics,

3.2: originality and relevance in mathemati
- as well as the role played by

3.3: fashion and charisma in mathematics.

~ Under 4 I shall present:
4.1: thoughts related to a number
impact on the development of math
Atiyah, Thurston, Witten).

4.2: thoughts related to a number of mathematicians of great originality-
Riemann, H. Weyl, E. Cartan, Kolmogoroff, Milnor, Smale and their impact
on the development of mathematics.

4.3: thoughts related to some of the important mathematical results obtained
lately. : :

In the third part I shall present some considerations on:
1: the role of mathematics as a component of general education (formative,
~ informative),

important mathematics.
cs.

of charismatic mathematicians and their
ematics (Hilbert, Grothendieck, Gelfand,

2: accessibility of mathematics, mathematics for the élite.
3: public-perception of mathemat
4: mathematics and spiritual fr

ics and its importance.
eedom, the future of mathematics in Europe
(formerly Eastern Europe).

5: financing of mathematics in contemporary society.
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