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EXPOSE N® XVII

EXEMPLES DE METRIQUES DE KA%gER
ET D'EINSTEIN AUTODUALES SUR LE PLAN COMPLEXE
par

Andrzes DERZINSKI

/D)

INTRODUCTION

Le présent exposé donne une construction explicite de métrique
de Ké{ggr sur Cz. Pour la définition et les propriétés de 1'auto-
dualité, voir les parties 2 et 3 de 1'exposé N°XIII.

Dans la partie 1, on présente le lemme fondamental 1.1 et des
lemmes techniques. Dans la partie 2, on construit des métriques de
Kdlher autoduales sur C2 qui ne sont pas localement conformes 3 une
métrique Riemannienne localement symétrique. Dans la partie 3, on
montrera que, si la courbure scalaire est positive, on peut obtenir
par déformation conforme des métriques autoduales d'Einstein qui ne

s'étendent pas en une métrique d'Einstein de C]PI2 .

La construction développée ici vient d'une tentative de trouver
de nouveaux exemples de variétés kdlhériennes compactes autoduales.
Cependant, d'aprés le théoréme 1 de~E3] , toutes ces vari&tés sont
localement symétricues.
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§ 1.~ PRELIMINAIRES

La construction des métrigues de Kdlher et d'Einstein est basée
o %
sur les 4 lemmes suivants.

Lemme 1.1.- Soit M une variété& de dimension 4 qui admet une base de

champ de vecteurs e, € €34 e, tels que

[el,eZ] = [el,e3] = [el.e4] =0 , [ez,e3] = 2(p—q2)e4
(1)

"

[92134] 2533 ’ [63,84] = 2(p-q2)e2'

oll p et g sont réels et € = 11.

Supposons qu'une fonction u : M + R satisfasse les relations

(2) e(ui-p) > 0 , elg-u) > O

et

(3) D u=2(q-u)u’=p) , D u=0 , a-=2,3,4,
el eu

De &étant la dérivée covariante dans la direction e,-
a

on définit une structure presque complexe J et une métrique

Riemannienne g par

(4) Je, = e
(5) gle o)) = gley,ey) = 48(g-u) (u*-p)

q(ez,ez) = g(e4,e4) = 48 ¢ (g=~u) g(ea,eB) =0 a # 8B

Alors

(i) La structure presque complexe J est intégrable.

(ii) La métrique hermitienne g sur (M,J) est kdlhérienne.

Ve

(iii) La varié&té riemannienne (M,g) est auto duale pour l'orientation

déterminée par J et n'est ni conformément plate, ni localement symé-
trique.
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(iv) La courbure scalaire de g est &gale 3 u et

(6) (V‘7 vu) A Yu =0
u

V étant la connexion riemannienne de g, les courbes intégrales de Yu
sont aprés reparamétrisation des géodésiques.

Soit A = VavOI l'opérateur de Laplace et r le tenseur de Ricci

de g, alors o
(7) 12 |vu]? = (g-u) (uP-p) et
(8) 2 vPu+ur=F2vu+ud)g

(v) J(Vu) est un champ de vecteurs de Killing.

(Vi) Les nombres p et q sont déterminés par.g mais si p # O, le
quotient q°/p ne dépend que de la classe d'homothétie de g.

(vii) Pour tous réels a,b et c tels que a+p?+c?, 0, les champs
de vecteurs e, et ae2+be3+ce4 sont intégrables et les surfaces in-

tégrales sont totalement géodésiques si b =0 ou a =c¢ = 0.

(viii) Aux points od u # O, la métrique hermitienne u-zg est, locale-
ment et 3 un facteur constant prés, l'unique métrique d'Einstein
conforme 3 g. La courbure scalaire A de u_zg est constante et satis-

fait la relation

(9) A =u3+6uAu-12|VM2‘.

La métrique u-zg n'est pas localement homogéne (donc pas localement
symétrique).

(ix) Soit V un ouvert connexe de M ol u # 0. Si, pour une fonction
o sur V, la métrique E = eog peut &tre obtenue par une construction
analogue A celle de g (c'est-3-dire avec des 31,...,€4, P, 9, € et u)

‘alors o est constante.

Démonstration.~ Des &galités (5), (3) et (1), on peut déduire
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_ a2 _ _ .2
Vele1 = (p+2qu- 3u )e1 R Vele2 = (p-u )e2 '
V. e, = w+2qu—m3)e V. e, = { -u%e
e, "3 3 ' Ve, "4 P 4
V e =(p-u%e V e, = ce VvV e =(p-u%e
e, 1 2 ! e, 2 ) e, 3 4 !
2 2 2
vV e, = €€ V. e, = (p+2 u-mf)e v e, = (2 2 _5- %
e, 4 3 0 Yest1 g 30 Yeg®2 a9 -p-u ey
V. e, = (3u~-2qu-ple vV e, = (u2-2q2+p)e
e, 3 : i e, 4 2 !
vV e, = (p-uz)e V e, = - ge vV e, = (u2- )e
e, 1 4§ ' Ve, %2 3 ' Ve,®3 Pi€y
4 4 4
V_e, = ce, .
e, 4 1

D'ol Vea(JeB) = J(VeaeBJ pour a,8 =1,2,3,4, c'est~3-dire que VJ = O
qui implique (i) et (ii). L'assertion (vii) est immédiate et 1l'égalité

e, = 24V u qui se déduit de (3} et (5) impl;que (6) et (7).

1
On peut calculer les composantes non nulles du tenseur de cour-

bure, du tenseur de Ricci et les quantités VaV u = D, De u--u(ve eB).

B e B a

_ _ _ _ _ _ 2,2
Rig12 = Ryz3g = Rygnq = Ryga3 = Ra3pz = Ryy3q = 36 e ulg-u)"(u"-p),

_ - _ 2 2_ 2 _ - 2 2_

Ry3,3 = 192 (3u~q) (g-u) “(u"-p) + Rizoy = 1228 ul(g=u) " (u"-p) ,
R,,,, = 192(g+u) (@-w)2 et = 1., = 4(4u-q) (g-u) (u’-p)

2424 = qru}ig-u et ryy T I3 < 4-q) {g-uptu =pl .
Loy = Ty = 4 £ (2u+qg) (g-u) et
V.90 = V.9.u = 2(p+2qu-3u’) (g-u) (u’-p)

17 ¢ = V3Pu = p+2qu-3u g-u) {(u"-p .
v,%.u = ¥,7,u = 2 ¢ (u- )(Uz- )

272 44 g p) -

On vérifie alors (8) qui implique (iv), et (vi) se déduit de (7).
On constate gque (8) implique aussi que Vzu commute avec J, c'est-3-
dire que V(J(Vu}) est antiautoadjoint d'ol (v).

On calcule aussi les composantes du tenseur de Weyl :

337



= 1 - -
waByT - RaBYT + Z(gBYraT + gutrBy gayrBt gBtray) +

+

u
§9ayIpr ~ IpyIar

Wi212 =~ Wia3g = W44 = ~ Wygo3 = Wpgp3 = Wyu3y =

(10) = 96 ¢ u(g-uw) 2 (p-u)? , 192 u(g-u) 2 (u?-p)2

Wiz =

2,2 2
W1234 = 192 ¢u(g=-u)“(u"-p) , =192 u(g-u)”.

Wy424

A partir des égalités *(elA e3) = e(uz-p)e2A ey

Ae

. = = e '
*(elA ez) e,4A 33 et (e A $4) 3* €5, on voit que les formes
0w = e,rey te {u -p)ezA ey n =e Ae, te
8% = e re tejne, forme une base de Azt(M) en chaque point (remarque
wt est proportionnel 3 la forme de Kilher). Les &galités (10) im-

+ 1
1S e he; et
pliquent (11),

{11) W(m+) 2uuwt W(n+) = -u11n+ W(6+) =-uu ot

W) =W(n™) =W ) =0

ol est une constante positive. Puisque la fonction u n'est pas
constante (11) implique (iii). Soit V un ouvert de M ol u ne s'annule
pas et ¢ une fonction sur V, le tenseur de Ricci r de E = eog

donné par

T=r-vig+ —;- doe dg ~ %(Ao + |V‘o|2)g,

sio

- 2 log|u| 1'égalité (9) est vérifiée et r est un multiple
fonctionnel de g. Donc u—zg est une métrique d'Einstein et (11)
montre que la norme du tenseur est un multiple constant de |u|3. Mais
comme u n'est pas constant, uhzg n'est pas localement homogéne. Dau-
tre part, si pour une fonction ¢ g = éog est une métrique d'Einstein
alors dw défini localemenf~par (E;)aSY = % GT;TGBY doit 2tre identi-
quement nul. La relation Sw = w + 5 W(Vo,.,.,.) et (10) entrainent
que l'application xFH» W(x,.,.,.) est injective en tout point ol

u # 0, donc la condition $w = O détermine o a une constante prés,
d'od (viii).
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Enfin, si on considére la métrique g de (1ix) les propriétés (i)
3 (viii) sont vérifiées pour g et le tenseur de Weyl de 5 est un mul-
tiple fonctionnel de W, alors (11) implique que les formes de KH%Egr
w et 0 de g et g sont des formes propres de l'unique valeur propre
simple de W, donc @ = fw et J = +J. L'&galité O = du = df A w implique
que f est une constante ce qui avec J = +J entraine que o est une
constante, Ceci termine la démonstration du lemme fondamental 1.1. B

Remarque 1.2.- Les relations (1) définissent une algébre de Lie de

dimension 4 qui est une somme directe de R et d'une sous-algébre

de dimension 3. Par ailleurs, si e = -1 et q2 < p les relations (2) et
et (3) sont localement &quivalentes & une équation différentielle.en
u pour des conditions initiales raisonnables. Ceci permet d'affirmer

2
l'existence de métrigques autocduales de Kidlher sur € .
A

Remargue 1.3.- (voir (3] parties 2 et 3). Il existe une réciproque
partielle au lemme 1. Etant donné une variété kdlhérienne autoduale
de M dont le tenseur de Bach est zéro, dont la cSGfbure scalaire u
satisfait (6) et un point x ¢ M vérifie u(x) # O et du(x) # 0, il
existe une base de champs de vecteurs au voisinage de x e rey,e, et

e, et des nombres p, q, € réels |e| = 1 qui vérifient (1) - (5) pour
la structure complexe J initiale. Mais il y a des variétés kdlhé-

Ann,
riennes non compactes autoduales qui ne satisfont pas (6).

Remarque 1.4.- La variété riemannienne (M,g) du lemme 1 a une cour-

bure conforme récurrente au sens de {1], c'est-a-dire que pour tout

X e Met X ¢ TxM, les tenseurs W(x) et wa sont linéairement indé-
pendants. Ici d'aprés (11) W = uP oQ P est un champ de tenseur pa-
ralléle. On démontre dans [3] que les variétés riemanniennes de di-
mension 4 localement irréductibles et qui ne sont pas conformément
plates sont (localement) des variétés kdlhériennes non conformement
plates. Ce résultat est a comparer au thg;}éme suivant de W. Roter :
toute variété riemannienne analytique de dimension supérieure a 4 dont
la courbure conforme est récurrente est conformément plate, localement
symétrigue ou localement isométrique au produit d'une surface par un
espace 3 courbure constante.
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Remarque 1.5.- Dans [4] W.Grycak a montré gque toute variété pseudo-

riemannienne analytique, non conformément plate, de dimension supé-

rieure & 4 qui satisfait

(12) VaVB wapvr = VBVa WvaT
doit aussi satisfaire VaVB Rvpvr = VBVu Rypvr . Le lemme 1.1 montre
que ce théoréme est faux en dimension 4.
Si 1'on utilise les notations |a| = a, +...+ a et
V] a
] 1 a n n
D = e pour a = (@,,...,0.) ¢ N
a oy n 1 n .
axl axn
Lemme 1.6.- A une fonction f : R + R on associe F : R® + R par
1'égalité F(x) = £(|x|) od | | est la norme euclidienne.

(1) si £ est de classe Ck, k entier positif et £'(0) = £7(0) =... =
= f(k)(o) = 0, alors F est de classe Ck et DaF(O) =0silz«x |la| = k.

(ii) 8i f est analytique et paire, F est analytique.

Démonstration.- On remarquera que DBF(x) est combinaison linéaire &
coefficients constants de termes de la forme

X X
(13) f(S)(IxJ_) Cll C!N
x| ® TxT *°° TxT

od |[B]=m , s >0, N,t 2 0 et-s+t s m, et que f(s)(|x|)==0(|x|k_s).l

Nous allons maintenant étudier des fonctions qui seront les cour-
bures scalaires de nos métriques de K&;&gr autoduales. Nous nous in-
téresserons a la restriction de ces fonctions sur des droites réelles

passant par l'origine.

Lemme 1.7.-Soient p et g des nombres réels tels que q2 < p, alors il

existe une fonction analytique unique K : R + [gq, vp] qui posséde les

propriétés suivantes
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(14)  (p-q°) tK'(t) = 2(g-K(£)) (K(t)%-p) , t e R , K(O) =q ,

(15) IJI.im K(t) =vVp , K'(©) =0 , K'(t) #0 pour t # 0 ,
t]|+ =

K(t) = K(-t), t e R

(16)  K(t) = q+t2+0(t?) lorsque t - oO.

Démonstration.- Si 1l'on définit F = K-q : R+ [0,/P-q) (14) et
(15) sont é&quivalentes &

(17) (g% -p) tF' () = 2F(t) (F(t) +q+ /P) (F(t) +q- vp)

avec F(0) =0 ,I }im»F(t) = /5-—q F'(t) # O pour t # 0, F'(0) =0
t] + =
et P(-t) = F(t).

La restriction F_ de F sur 10,+ =) est un difféomorphisme ana-
lytique et 1'on désigne par H l'application réciporque définie sur
Jo, /p-ql . L'égalité (17) devient

(18) (g% -p)H(s) =2H'(s)s(s+q+ /P) (s+q-/p) O <s < Vp-q .

On en déduit que H est unique 3 une constante positive multiplicative
prés.

Une solution est de la forme H(s) = 51/2(1-+0(s)) lorsque

s + 0 et H'(s) = % s—l/z(li-o(s)), donc la fonction F doit satisfaire
F'(t) = 2(sign t)sl/z(l-ko(s)), t #0 0ol s = F(t) = F(-t). Donc

lim F'(t) = 0 et F*(t) = SE- pe(g) = 2(1+0(F(t))), la fonction F(t)

ds
t+0
est analytique d'aprés le théoré&me de Cauchy-Kovalevski. De plus

F'(0) = 2 donc K = F+q vérifie (14)-(16). B

Lemme 1.8.- Soit L : R -+ [q, Vp] définie par L(t) = x(%) pour t # O
et L(0) = /ﬁ. Alors L est de classe C2 sur R, analytique sur
R=- {0} et L'(0) = L"(0) = O.

(i) 8i k < qt_“; <k < 1 pour un entie; k ou si qt-/; = k+1 est un
entier impair, alors L est de classe C L'(0) =L"(0) = ... =

= L(kT(O) = 0 mais lim iTR+1)(t) n'existe pas.
t-+0

341



(ii) si —4—'/-9- = k+ 1 est un entier pair, alors L est analytique dans
L KT
R et L'(0) =L"(0) = ... =L’ (0) =0.

Démonstration.- On utilise la méme technique que pour le lemme 1.7.

Soit G = /E-L. La fonction F = G_I__1 : 10,/pP-q[ + )O,+ ») satisfait
(19) (p-q2)T(s) = 2T (s)s(s+q- /P) (s - 2/p)

_ A _ /p+
on déduit que T(s) =C s (1+0(s)) ol A = —%33 lorsque s + 0 ol
Cc > 0.

POur £t # 0 G'(t) = 5—1%‘: sl-A(1+0(s)) ol s = G(t) pour

m=a=21let l-maA 20
(20) 6™ (¢) = (sign ©)™ B_s' ™ (1+0(s))

ol Bm est une constante non nulle.

Les hypothé@ses (i) et (ii) sont 1-kA >.0 > 1 - (k+1)A ol k+1
impair 1-(k+1)A =0 pour (i) et 1-mA = O pour un m pair, alors
G(m) (t) = Bm(1+0(G(t))) qui montre que G,donc L,est analytique,
soit (ii). |

Généralisation du lemme 1.8

Lemme 1.9.- Soient p et g des nombres réels tels que q2 < p. On fixe
un entier positif n et une fonction K dé&finie au lemme 1.8, alors

(i) la fonction u = U,q.n cP” -+ [q,/p) définie par u(z) =K(|z])
’ 14 -
pour z ¢ c” et u = Yp sur 1l'hyperplan 3 1'infini est de classe C et

sa restriction a €" est analytique réelle.

g+ z 2+o(|z4|) siz=~>0

(21) uf{z)

(ii) si k < a%/% < k+ 1 pour un entier k ou si q4+/-p = k+ 1 est un

entier impair, alors u est de classe Ck dans (:]Pn .

(iii) si q+4/;> est un entier pair u est analytique dans cp” .
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(iv) le champ de vecteurs e, sur < défini par e, (z) = (p-q2)z

satisfait la relation De u = 2(q- u)(u -p).
1

bémonstration.- D'aprés (ii) de 1.6 u est analytique réelle sur Cn,
(21) et (iv) résultent de (16) et (14). D'aprds les lemmes 1.6, 1.7
et 1.8 sous les hypothéses (ii) (respectivement (iii)) la fonction
¢, n(2:8) = K(|z|/|g]) = L{|g]/]|z|) est de classe ck (respective-

n., n_ N 4/p 2

ment analytique) dans € -{(0,0)}. Comme ‘373’ > 2, s1i 97 < p,

q+J/p
(ii) implique que u est toujours de classe Cz | |

§ 2.- CONSTRUCTION DE METRIQUES DE KALHER AUTODUALES SUR Cz ‘ !'

M

On fixe p et q des nombres réels satisfaisant q2 < p et on dé-

finit u = u : CPZ-»[q,J5] comme au lemme 1.9,
qul2

Sur €° - {0} les champs de vecteurs e, (z) = (p-qz)z,
e,(z) = (p-q )1/2 *, 3(2) = ie,(2) , e, (z) = le,(2z), od

z = 2,,2,)) et z2* = (—52,51), sont linéairement indépendants.

Théoréme 2.1.- Pour'q2 <p, €= -1 donnés, il existe sur tz une mé-

trique autoduale k#lhérienne gP'9, ’ll
—

Démonstration.- Sur‘cz-{o} les champs de vecteurs e re,,e5 et e,
ainsi que la fonction u vérifient les conditions (1) & (4) du

lemme 1, J &tant la structure standard de cz. Donc la métrique rie-
mannienne analytique g = &9 gefinie par (5) sur cz-{o} doit etre

autoduale et de Kilher pour la structure complexe et l'orientation [ Zl
naturelle. "
En coordonnées locales z = (zl,z ) = (xl4-ix2,x3-rix4). Oon

a pour z = (zl,z ) e c? - {0}

= 48(q - u)

(p-qz)2

2 2, 2 2
Gy = Gyp = (W -p)|z |“+ (@®-p)2,|° ,

— _ _ —(nl_ 2 — __ _ 2_ 2 -
G,,=G,,=0 , G13-G24-(u g )Re Z,2, G14- G23-(u g”)Im 2,25,
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2

= = (a2 2
G33=C44 =@ -p) 2z, + (u¥-p) z, .

En utilisant (21) on voit que g s'étend analytiquement a cz, la va-
leur limite 3 1 ‘ 2
e l'origine de 9up étant 48 GaB/(p-q ) w

Proposition 2.2.- La métrique gp,q s'étend en une pseudo-métrigue
de cp? de rang 2.

Démonstration.- On considére le _changement de coordonnées projecti-

ves (;1,52) = (21/22,1/22) et (21,52) = (22/21'1/21)' On vérifie que

48{(q - u)
(e-aH2a+ |39

It

(22)  g(3/0%,,0/3%)) s (w2 -p)|E, |2+ a® - ),

~ ~ . _48(g-u)(u+/p) u-/p
g(@/ax3,8/ax3) = 5 :T—EE
(p-g97) |22|

ol 2z, = x1+ix2 .2, = x3+ix4 .

Des formules analogues sont obtenues pour la carte (?1,?2).

Les lemmes 1.9 et 1.8 montrent gque si L est de classe Ck alors

la fonction (u- /5)/(5212 est de classe Ck_2 3 1'infini (i.e. lorsque

~

Z, = 0) et (u- /E))/Izz|2 + O lorsque 52 + 0, en effet

2

(u~ /5)/|§2|2 = |2Z,]" 2172 _ vpl. L'extension de

2

(L(lZ,]/(1+ |2

1|
gp,q 3 €CP° est de classe Ck-2 ol k 2 2 est 1l'ordre de différentia-

bilité de u = Uy, q,2¢ o0 particulier si 4 /p/(q+ /P) est un entier
14 ’ .

pair. l'extension est analytique d'aprés le lemme 1.9. Par ailleurs, &

1'infini gp,q étant semi définie et hermitienne, elle doit atre de

rang 2. |

Remarque 2.3.- Les métriques construites représentent une infinité

non dénombrable de structures conformes qui ne sont pas localement
équivalentes d'aprés (vi) et (ix).

Les gp'q ne sont pas localement conformes 3 une métrique rie-

mannienne localement symétrique d'aprés (viii).
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§ 3.- METRIQUES D'EINSTEIN HERMITIENNES AUTODUALES SUR Cz

Théoréme 3.1.- Etant donné q2 < petq>0, il existe sur c? une me-
trique hP'9 permitienne d'Einstein et autoduale.

Démonstration.- La métrique 3p,q construite au § 2 a une courbure

scalaire positive u pour g > O, en effet u = up q 9} C2 + [q, pl.
- ’ r

D'aprés (viii) du lemme 1.1 hPr 9 = u ng,q définit la métrique cher-

chée.

Remarque 3.2.- Comme la métrique gp,q' la métrique hPr9 g'étend en
une pseudo-métrique de C]P>2 qui devient continue ou de classe C1

d'aprés le lemme 1.9, car 2 < E%TEB < 4.

-

Remarque 3.3.- Les métriques hP’9 contiennent une famille i un para-
métre de métriques d'Einstein a courbure sectionnelle positive non

conformément équivalentes.

Remarque 3.4.- Les geg&es de métriques P9 nront pas d'extension en ™m
une métrique compléte. En effet, d'aprés un résultat récent de J.

Kazdan, les métriques d'Einstein sont analytiques pour un certain

atlas, donc l'extension du genre de hP'? 3 une vari&té orientable Tm
d'Binstein compacte devrait &tre autoduale. Ceci est impossible car

N. Hitchin [5] a montré qu'une variété d'Einstein de dimension 4 au-

toduale 3 courbure scalaire positive doit @tre localement symétrique

(et difféomorphe a 84 ou CPQ). Ce qui n'est pas le cas des nhPrd

d'apres (viii) du lemme 1.1.
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