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Andrzej Derdzinski (Columbus, Ohio, USA)

O dorobku naukowym Witolda Rotera

1. Dzialalno$¢ badawcza Witolda Rotera

Witold Roter urodzit sie 20 wrzesnia 1932 roku w Zabrzu-Pawtowie i zmart
19 czerwca 2015 roku we Wroclawiu. Byl on autorem badz wspotautorem czter-
dziestu prac naukowych z geometrii rézniczkowej, opublikowanych w latach
1961-2010. Byt réwniez promotorem dziewieciu doktorantéw, wymienionych
tu w kolejnosci chronologiczej, wraz z data uzyskania stopnia doktora: Czestaw
Konopka (1972), Edward Glodek (1973), Andrzej Gebarowski (1975), Andrzej
Derdzinski (1976), Zbigniew Olszak (1978), Ryszard Deszcz (1980), Marian
Hotlo$ (1980), Wiestaw Grycak (1984) i Marek Lewkowicz (1989). Ponadto
prowadzit przez wiele lat wroclawskie seminarium z geometrii rézniczkowej,
ktérego zalozycielem byl Wladystaw Slebodzinski.

Ponizszy zarys wynikow zawartych w wybranych pracach Witolda Rotera
podzielony jest na cztery czesci, z ktorych kazda dotyczy osobnego tematu.
Prezentacja jest z oczywistych wzgledéw niechronologiczna — Witold Roter
niejednokrotnie powracal do danej tematyki po dluzszej przerwie. Niektdre
wyniki s3 ponadto oméwione bardziej szczegélowo od pozostalych - uzytym tu
kryterium byla mozliwo$¢ stosunkowo zwigzlego naszkicowania ich dowodow.

Niniejszy tekst, poswigcony wylacznie dorobkowi naukowemu Witolda
Rotera, nie zawiera informacji biograficznych o nim; mozna je znalez¢ w arty-
kule Zbigniewa Olszaka [46].

Ryszard Deszcz i Zbigniew Olszak przyczynili si¢ przez swoje uwagi i ko-
mentarze do znacznego ulepszenia niniejszego tekstu, za co autor im wyraza
serdeczne podzigkowanie.
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2. Réwnoleglos¢ tensora Weyla w przypadku riemannowskim

Tensor krzywizny R danej n-wymiarowej rozmaito$ci pseudoriemannow-
skiej (M, g) posiada naturalny rozktad R = S + E + W na sume swoich tzw. skla-
dowych niezmienniczych [41, str. 47]. Pierwsze dwie z nich odpowiadaja krzy-
wiznie skalarnej i tensorowi Einsteina (czesci bez§ladowej tensora Ricciego).
Trzecig skladowa niezmiennicza jest tensor Weyla W, nazywany réwniez tenso-
rem krzywizny konforemnej, ktory staje sie interesujacy dopiero poczawszy od
wymiaru cztery, gdyz - z przyczyn algebraicznych - dla mniejszych wymiaréw
zawsze mamy W = 0.

Traktowany jak pole tensorowe typu (1,3) — w tym sensie, ze dziata trdj-
liniowo na trzech polach wektorowych przypisujac im nowe pole wektoro-
we — tensor Weyla W jest niezmiennikiem konforemnym: W pozostaje ten sam
nawet po zastapieniu metryki g iloczynem ¢g, gdzie ¢ jest dowolng gtadka
tunkcja dodatnig. Tak wiec W = 0, jesli metryka jest konforemnie ptaska
(co oznacza, ze ma lokalnie posta¢ ¢g dla ptaskich metryk g). Na odwrét,
w wymiarach wigkszych niz trzy, warunek W = 0 jest rowniez dostateczny
dla konforemnej plaskosci, co pokazal Jan Arnoldus Schouten [47] jeszcze
w 1921 roku.

We wczesnych latach szes¢dziesiatych ubieglego wieku zaczeto intereso-
wac sie rozmaito$ciami pseudoriemannowskimi o wymiarach nie mniejszych
niz cztery, ktorych tensor Weyla jest rownolegly [42], tzn. niezmienniczy wzgle-
dem przeniesien réwnolegtych (czyli spetnia réwnos¢ VW = 0, gdzie V oznacza
koneksje Levi-Civity). Przyktadami s3 tu zaréwno metryki konforemnie plaskie
(W = 0), jak i lokalnie symetryczne (VR = 0). Wiekszo$¢ autoréw zajmuja-
cych sie tg klasg nazywala je rozmaito$ciami, badZ metrykami, konforemnie
symetrycznymi. Termin ten moze by¢ jednak zrédlem nieporozumien, gdyz
wystepuje w literaturze takze w odniesieniu do pewnych innych klas metryk;
dlatego wiec — podobnie jak w pracy [37] - zamiast ,,symetrii konforemnej”
bedziemy tu po prostu mowic¢ o réwnolegtosci tensora Weyla, uzywajac jedno-
cze$nie akronimu ,,ECS” (skrétu wyrazenia essentially conformally symmetric)
dla tych metryk o wlasnosci VW = 0, ktdre nie s ani konforemnie plaskie, ani
lokalnie symetryczne.

Zadanie réwnoleglosci tensora Weyla W jest jednym z najbardziej natural-
nych warunkow, ktére mozna nalozy¢ na tensor krzywizny R danej rozmaitosci
pseudoriemannowskiej. Dla poréwnania, réwnoleglo$¢ sktadowej niezmien-
niczej S we wspomnianym wyzej rozkladzie R = S + E + W oznacza stalos¢
krzywizny skalarnej. Rownos¢ VE = 0 jest rownowazna, dla wymiaréw wiek-
szych niz dwa, warunkowi réwnolegto$ci tensora Ricciego (charakteryzujgcemu,
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w przypadku riemannowskim, metryki Einsteina i ich iloczyny kartezjanskie).
Réwnoleglos¢ wszystkich sktadowych niezmienniczych, tzn. samego tensora
krzywizny R, charakteryzuje z kolei metryki lokalnie symetryczne.

Wracajac do metryk ECS, napotykamy od razu dwa oczywiste zwigzane
z nimi pytania - czy one w ogole istniejg oraz czy s3 wérdd nich metryki rie-
mannowskie (dodatnio okreslone)? Witold Roter rozstrzygnal obie te kwestie:
pierwsza pozytywnie w 1973 roku, druga negatywnie w 1976 roku. Pierwszy
z tych rezultatow [14, wniosek 3] oméwimy w paragrafie 3; drugi [19, twierdze-
nie 2] mozna sformutowa¢ nastepujaco.

Twierdzenie 2.1. Dla rozmaitosci Riemanna dowolnego wymiaru wigkszego niz
trzy rownoleglos¢ tensora Weyla jest mozliwa tylko w sytuacji trywialnej, tzn. gdy
metryka jest konforemnie ptaska lub lokalnie symetryczna.

Inaczej méwigc, metryka ECS nie jest nigdy dodatnio okreslona.

Zarys dowodu tego waznego wyniku warto poprzedzi¢ komentarzem
historycznym, dotyczacym zaréwno pierwszenstwa Witolda Rotera, jak i jego
wylacznego wktadu w udowodnienie twierdzenia 2.1.

W pracy [17], przedstawionej 30 wrzesnia 1975 roku, Witold Roter dowiodt
stabszej wersji twierdzenia 2.1 (przy zalozeniu, Ze wymiar jest wigkszy niz cztery).
Te samg slabsza wersje niezaleznie uzyskal Teturo Miyazawa [44], ktorego
praca zostata jednak zlozona do czasopisma prawie o rok pozniej — 12 wrzesnia
1976 roku.

Dowoéd Witolda Rotera dla ogdlniejszego przypadku wymiaru wieksze-
go niz trzy zostal opublikowany w pracy [19], wspdlnej z autorem niniejsze-
go artykulu. Wkiad tego ostatniego dotyczyl jednak tylko metryk lorentzow-
skich [19, str. 258-259] i nie mial nic wspolnego z twierdzeniem 2.1.

W paragrafie 3 opiszemy - otrzymana duzo p6zniej (w 2007 roku) — lokal-
ng klasyfikacje metryk ECS. Twierdzenie 2.1 stanowi oczywiscie konsekwencje
tej klasyfikacji. Mimo to warto przedstawi¢ tu jego bezposredni dowdd, zaréwno
ze wzgleddw historycznych, jak i w zwigzku z faktem, ze jest on duzo prostszy
niz dowdd twierdzenia klasyfikacyjnego.

Przechodzac do dowodu twierdzenia 2.1, wspomnijmy najpierw tozsa-
mos¢ Ricciego, ktdra stwierdza, ze dla dowolnego gladkiego pola tensorowego H
na rozmaitosci z ustalong koneksja beztorsyjna V, podwojone usko$nienie dru-
giej pochodnej kowariantnej H réwne jest pewnemu konkretnemu wyrazeniu
R-H, ktére zalezy punktowo (tzn. nierézniczkowo) i dwuliniowo od H i tensora
krzywizny R koneksji V. Tak wigc R- H = 0, jesli VH = 0.

W przypadku, gdy V jest koneksja Levi-Civity metryki pseudorieman-
nowskiej ¢ o réwnolegtym tensorze Weyla W, ta ostatnia obserwacja daje row-
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no$¢ R - W = 0. Jesli na dodatek g ma statg krzywizne skalarng, a v,v',v"
s3 dowolnymi polami wektorowymi, to zachodza réwnosci (zob. [19, wzory
(10-13) i (17-18) odpowiednio]):

[VWWR]-W =0, (1)
VR=vV(S+E)=VE, (2)

(gATup)- W =0, ©)
ctr[(g A Vyp) - W] =0, (4)
v(Wp) =0, (5)

Vup=0 dlau=W(v,v)" (6)

Relacje (1-2) wynikaja z faktu, ze VW = 0 (a zatem R - W = 0), natomiast
tensor S w rozkladzie R = § + E + W jest réwnolegly z powodu zalozenia o sta-
tosci krzywizny skalarnej. Rownos¢ (3) powstaje z relacji (1) przez zastapienie
tensora VR wyrazeniem pochodzacym z formuly (2), wypisanym w jawnej
formie, uzywajacej tensora Ricciego p i operacji dwuliniowej A nazywanej
iloczynem Kulkarniego-Nomizu [41, str. 47], zas jako trywialng konsekwencje
warunku (3) otrzymujemy roéwno$¢ (4), w ktorej ctr oznacza jedyng interesujaca
w tym przypadku kontrakcje. We wzorze (5) symbol Wp odnosi sie z kolei do
dzialania 7 — W1 tensora W na symetryczych 2-tensorach kowariantnych, jed-
noznacznie scharakteryzowanego warunkiem 2Wr = W(-, §,-, &), gdy = £o &
dla 1-formy &.

Udowodnienie réwnosci (5) jest bardziej skomplikowane — najpierw po-
nowna kontrakcja relacji (4) uzyskuje sie pewien szczegdlny rodzaj symetrii
3-tensora V(Wp), ktéra dopiero w polaczeniu z inng jeszcze symetrig V(Wp),
wynikajacg z wezesniejszego wyniku Witolda Rotera [11, lemat 1], prowadzi
do konkluzji (5). Ten sam wcze$niejszy wynik [11, lemat 1], zastosowany do
uproszczonej wersji rownosci (4), otrzymanej przez uzycie formuly (5), daje
nam teraz warunek (6).

Oznaczmy nastepnie przez p © W pole tensorowe typu (0,6) — ktore
dziata sze$cioliniowo na szesciu polach wektorowych, przypisujac im funkcje
o wartosciach rzeczywistych - zdefiniowane przez

[po W](u,v,u',v',u",v") =
p(u, YW (v, v, u”" V") + p(u, VYW (v, u',v" u'")
+p(u, "YW, v u' V) + p(u, VYW (v, u” v uh).

Kolejnym krokiem w dowodzie twierdzenia 2.1 jest réwnos¢ [19, wzér (20)],
stwierdzajaca Ze przy tych samych zalozeniach, co we wzorach (1-6) - réwnole-
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glosci tensora Weyla i stalo$ci krzywizny skalarnej — pochodna kowariantna
tensora p © W w kierunku dowolnego pola wektorowego jest symetryczna
wzgledem pierwszych dwoch pol wektorowych u, v wystepujacych w powyzszej
definicji p © W,a H® W = 0 dla pola tensorowego H typu (0, 4), ktore jest
wynikiem jednoargumentowego nasuniecia Vp na siebie. Zauwazmy tu, ze
wybor argumentu uzytego w tym ostatnim nasunieciu nie robi zadnej réznicy,
gdyz druga tozsamos¢ Bianchiego daje w naszej sytuacji totalng symetri¢ Vp
(inaczej mowiac, p jest tzw. tensorem Codazziego).

Pierwszy z powyzszych wnioskow otrzymuje si¢ upraszczajac rownosc (3)
przy pomocy relacji (6); drugi wynika z pierwszego poprzez jednoargumentowe
nasuniecie na Vp.

To konczy dowod twierdzenia 2.1, gdyz Shiikichi Tanno [49] wykazatl, ze
kazda metryka ECS ma stalg krzywizne skalarng, a wi¢c zalozenie dodatniej
okreslonosci danej metryki ECS prowadzi, poprzez otrzymang wyzej réwnosc¢
H® W = 0, do relacji H = 0. To jednak nie jest mozliwe, gdyz podwdjna
kontrakcja databy wtedy Vp = 0, skad by z kolei wynikalo, ze VR = 0.

Dodajmy tu, Ze Witold Roter takze udowodnil, wraz z autorem niniejszego
tekstu, mocniejszg wersje [22, twierdzenie 7] wspomnianego wyzej wyniku
Tanno [49]. Stwierdza ona, ze krzywizna skalarna dowolnej metryki ECS musi
by¢ tozsamos$ciowo rowna zeru.

3. Lokalna klasyfikacja metryk ECS

Przez rozmaito$ci ECS rozumiemy tu - tak jak w paragrafie 2 — rozmaito-
$ci pseudoriemannowskie (M, g) wymiaréw wiekszych niz trzy, dla ktérych
wszedzie w M zachodzg relacie VW = 0i W # 0, w pewnym punkcie zas
VR # 0. Méwimy wtedy tez, ze g jest metryka ECS.

Nieistnienie dodatnio lub ujemnie okreslonych metryk ECS jest konkluzja
twierdzenia 2.1, udowodnionego w 1976 roku przez Witolda Rotera [19, twier-
dzenie 2], ktory réwniez wykazat [14, wniosek 3], jeszcze w 1973 roku, Ze pseu-
doriemannowskie metryki ECS istniejg we wszystkich wymiarach wigkszych
niz trzy i reprezentuja wszystkie nieokreslone sygnatury metryczne.

Ten ostatni wynik jest bezposrednia konsekwencja przedstawionej ponizej
konstrukcji metryk o réwnolegtym tensorze Weyla [14, twierdzenie 3]. Byta to
pierwsza z dwdch takich konstrukeji odkrytych przez Witolda Rotera; opis
drugiej z nich [36, twierdzenie 21.1], wspélnej z autorem, bedzie poprzedzony
para definicji.

Obie konstrukeje stosujg konwencje oznaczeniows, wedtug ktorej — jesli
rozmaito$¢ M jest iloczynem kartezjanskim kilku innych rozmaitosci (,,czyn-
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nikéw”) — to kowariantne pola tensorowe na tych czynnikach, w tym réw-
niez funkcje, traktuje si¢ — bez zmiany oznaczen - jako pola tensorowe na M.
Podany ponizej opis tych konstrukcji jest zapozyczony z artykulu [37, wzo-
ry (3.1), (4.2)].

Parametry pierwszej konstrukeji sktadaja si¢ z funkeji f: I — R klasy C*
okredlonej na przedziale otwartym I c R, niezdegenerowanej symetrycznej
formy dwuliniowej (-, -) na rzeczywistej przestrzeni liniowej V wymiaru n—2 >
2 i bezsladowego operatora liniowego A: V' — V, ktory jest samosprzezony
wzgledem (-,-) (w sensie symetrii formy dwuliniowej (A-,-)). Uméwmy sie,
Ze t,s to wspolrzedne kartezjanskie na R? iloczyny rézniczek oznaczajg ich
iloczyny symetryczne, symbol « funkcje IxRx V — R dang wzorem (¢, s,v) =
f(t){v,v) + (Av,v), a § plasky ,stalg” metryke pseudoriemannowskg na V
odpowiadajacg formie (-, -). Rozmaito$¢ pseudoriemannowska

(M, g) = (IxRx V,xdf* +dtds + 8), 7)

wymiaru n ma wéwczas rownolegly tensor Weyla. Jej konforemna ptaskosé
(badz lokalna symetria) jest przy tym réwnowazna warunkowi A = 0 (czy tez,
odpowiednio, stalosci funkgji f).

Wybierajac powyzsze parametry w ten sposob, ze

A #01i f nie jest stala, (8)

dostajemy zatem przyktad metryki ECS.

Przejdzmy do zapowiedzianych wyzej definicji. Koneksje na danej roz-
maitosci Q nazywamy rzutowo plaskg, jesli jest beztorsyjna i ma lokalnie te
same niesparametryzowane geodezyjne, co pewne (istniejace lokalnie) konek-
sje plaskie. Przez rozszerzenie riemannowskie koneksji D na Q rozumie sie¢
metryke pseudoriemannowska h° na T*Q zdefiniowang przez zadanie, by
wszystkie wektory D-horyzontalne byly izotropowe, a h? (&, w) = &(dm,w)
dla kazdego punktu x € T*Q, wektora w € T, T*Q i wektora wertykalnego
& eKerdm, = T;(x)Q, gdzie m: T* Q — Q jest projekcja wigzki kostyczne;j.

Parametry drugiej konstrukeji to powierzchnia Q z rzutowo plaska ko-
neksjg D, niezerowa 2-forma rézniczkowa { na Q, réwnolegta wzgledem D,
niezdegenerowana symetryczna forma dwuliniowa (-, -) na rzeczywistej prze-
strzeni liniowej V wymiaru n — 4 > 0, liczba € = +1, oraz dwukrotnie kontra-
wariantne symetryczne gladkie pole tensorowe ¢ na Q (czyli gtadki przekrdj
wigzki [ TQ]®?) spelniajace, wraz z tensorem Ricciego pP koneksji D réwnanie
rézniczkowe

divP (div® ¢) + (p, ¢) = ¢ (9)
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(we wspétrzednych: ¢/k ik + Rjkd)jk = ¢). Izomorfizm TQ — T*Q, dzialajg-
cy na polach wektorowych w poprzez odwzorowanie w — {(w,-), indukuje
W oczywisty sposéb izomorfizm [TQ]®* — [T*Q]®% ktérego mozemy uzyé
dla utozsamienia ¢ z gladkim przekrojem 7 wigzki [ T*Q]®? tzn. z dwukrotnie
kowariantnym symetrycznym gtadkim polem tensorowym 7 na Q. We wspot-
rzednych, 7 = (¢ m®'™. Oznaczajac przez 8 plaska ,stata” metryke pseudo-
riemannowska na V odpowiadajacg formie (-, ), a przez 0 funkcje V — R dang
wzorem 6(v) = (v, v), definiujemy teraz n-wymiarowg rozmaito$¢ pseudorie-
mannowskg

(M,g)=(T"Qx V,h® =21+ 8-0p°) (10)

o réwnoleglym niezerowym tensorze Weyla, dla ktdrej warunek lokalnej syme-
trii zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy koneksja D ma réwnolegly tensor Ricciego
(Dp® = 0). Wybierajac D tak, aby

Dp® # 0 w pewnym punkcie powierzchni Q, (11)

otrzymujemy nastepna klase przyktadow metryk ECS.

Opisane tu dwie rodziny przyktadéw, (7-8) i (10-11), sa rozlaczne, gdyz
roznia sie wartoscig pewnego niezmiennika lokalnego — mianowicie wymia-
ru d dystrybucji Olszaka [37, twierdzenia 3.1, 4.1]. Dystrybucje te zdefiniowal
i zbadal Zbigniew Olszak w pracy [45].

W odrdznieniu od konstrukeji (7), parametry konstrukeji (10) nie sg ,,wol-
ne” - od niektérych z nich (mianowicie D, , ¢) Zadamy spelnienia konkretnych
warunkoéw rézniczkowych. Ograniczenia nalozone przez te warunki sa jednak
od dawna catkowicie zrozumiane, por. [36, str. 573-574]. Sciélej méwiac, Q jest -
z doktadnoscig do lokalnych dyfeomorfizméw — powierzchnia w R? transwer-
salng do prostych radialnych (tzn. przechodzacych przez 0), koneksja D jest
wynikiem zrzutowania koneksji ptaskiej rozmaitosci R* na sktadnik prosty TQ
wigzki stycznej R® obcietej do Q, przy czym sktadnik dopelniajacy tworza proste
radialne, a { w dowolnym punkcie y € Q jest otrzymana z 3-formy objetosci
przestrzeni R jako obciecie do TQ formy Q(y, -, -). Nieréwnoé¢ (11) oznacza
wtedy, ze Q nie jest zawarta w powierzchni kwadrycznej [36, str. 576], zas row-
nanie (9) jest zawsze rozwigzalne lokalnie [36, twierdzenie 10.2(i), lemat 11.2].

Fakt, ze omdéwione tu dwie rodziny przykladéw, (7-8) i (10-11), rzeczy-
wiscie skladajg sie z metryk ECS, moze by¢ oczywiscie sprawdzony trywialnym
rachunkiem. Przyklady te sg jednak takze lokalnie uniwersalne: Witold Roter
udowodnil, wspoélnie z autorem niniejszego tekstu, nastepujace twierdzenie
klasyfikacyjne [36, twierdzenie 21.1; 39, twierdzenie 4.1].
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Twierdzenie. Kazda rozmaitos¢ ECS ma lokalnie postac (7-8) lub (10-11), z pa-
rametrami o wymienionych wyzej wlasnosciach.

Wynik ten zostal uzyskany w latach 2006-2007. Znaczna jego czes$¢
stanowi jednak wylaczny i duzo wezesniejszy wktad Witolda Rotera. Jeszcze
w 1973 roku udowodnit on [14, twierdzenie 3], ze w punktach ogélnego potoze-
nia — tych mianowicie, w ktorych tensor Ricciego i jego pochodna kowariantna
s niezerowe — rozmaito$¢ ECS posiadajaca dodatkowa wlasnos¢ Ricci-reku-
rencyjnosci musi, lokalnie, z dokladnoscia do izometrii, pochodzi¢ z konstruk-
Gji (7-8).

Klase metryk Ricci-rekurencyjnych, do ktérej naleza wszystkie przyktady
typu (7-8), zdefiniujemy w paragrafie 5.

4. Rozmaitosci zwarte o r6wnoleglym tensorze Weyla

Przypomnijmy, ze metryki ECS to metryki pseudoriemannowskie, ktére
majg rownolegly tensor Weyla, ale nie sg ani konforemnie plaskie, ani lokalnie
symetryczne.

Pojawia si¢ oczywiste pytanie, czy taka metryka moze istnie¢ na rozma-
ito$ci zwartej. Witold Roter wykazal, wspdlnie z autorem niniejszego tekstu, ze
odpowiedz jest pozytywna [40].

Twierdzenie 4.1. W kazdym takim wymiarze n > 5, ze n =5 (mod 3), istnieje
zwarta rozmaito$¢ ECS o dowolnej nieokreslonej sygnaturze metrycznej, dyfe-
omorficzna z nietrywialng wigzkqg torusow nad okregiem.

Zarys dowodu tego wyniku podany jest ponizej; zob. tez [37, § 9]. Zauwaz-
my tu, ze - podobnie jak konforemna ptaskos¢ — réwnoleglos¢ tensora Weyla
nie jest na ogdt zachowywana przez operacje iloczynu kartezjanskiego metryk
pseudoriemannowskich; nie ma wiec trywialnego sposobu powigkszenia zbioru
wymiaréw, w ktoérych na pewno istnieja zwarte rozmaitosci ECS. Problem
istnienia takich rozmaitosci o wymiarze 4 (i ogdlniej, o wymiarach » innych
niz te w twierdzeniu 4.1) jest wcigz otwarty. Wiadomo jednak, Ze obecnos¢
metryki ECS na danej rozmaitosci zwartej M naklada konkretne ograniczenia
na jej grupe podstawowa 7 M, charakterystyke Eulera y(M) i rzeczywiste klasy
Pontriagina p;(M) € H*(M,R), a dodatkowe konsekwencje topologiczne
pojawiajg si¢ w przypadku sygnatury lorentzowskiej. Mianowicie, Witold Roter
udowodnil, wspoélnie z autorem, nastepujace fakty [38].
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Twierdzenie 4.2. Niech (M, g) bedzie zwartg rozmaitoscig ECS. Wowczas grupa
podstawowa mM jest nieskoriczona i (M) = 0, zas p;(M) € H* (M, R) jest
zerem dla kazdego i > 1.

Twierdzenie 4.3. Wszystkie czterowymiarowe lorentzowskie rozmaitosci ECS sqg
niezwarte.

Twierdzenie 4.4. Jesli (M, g) jest zwartqg lorentzowskg rozmaitoscig ECS, to
z doktadnoscig do dwukrotnego nakrycia M jest wigzkg nad okregiem o widknie
posiadajgcym plaskg koneksje beztorsyjng z nietrywialnym réwnoleglym polem
wektorowym.

Ostatnie dwa wyniki pokazujg, ze — przynajmniej dla sygnatury loren-
tzowskiej — pewne wlasnosci rozmaitosci ECS, ktorych istnienie gwarantuje
twierdzenie 4.1, nie sg catkiem przypadkowe.

Dowdd twierdzenia 4.1 mozna rozlozy¢ na siedem czesci.

Czegs¢ I. Wykonajmy konstrukcje (7) z parametrami I, f, n, V, (-,-), A spel-
niajacymi warunek (8), przy czym I = R, a f jest okresowa z okresem p > 0.
Oznaczmy przez £ przestrzen liniowa rozwigzan u: R — V réwnania rézniczko-
wego zwyczajnego (1) = f(t)u(t) + Au(t), gdzie (-) = d/dt, a przez G zbiér
Z x R x & ze strukturg grupy na G scharakteryzowang przez zadanie, by wzér

(k,q,u)-(t,s,v) = (t+ kp,s+q- (L't(t),2v+u(t)),v+u(t))

dla (k,q,u) € Gi(t,s,v) € R? x V, definiowal lewostronne dziatanie G na
R?x V. Grupa G dziala wowczas na rozmaitosci (7) przez izometrie.

Czgs¢ 11. Zapytajmy, kiedy z rozmaitosci (7) otrzymanej w czesci I, z odpowia-
dajgcymi jej obiektami f, n, V, (-,-), A, p, £, GiI = R, mozna uzyskal zwartg
rozmaito$¢ ECS powstajaca jako iloraz rozmaitosci (7) przez jaka$ dyskretna
podgrupe T' grupy G dziatajacag w sposdb wlasciwie nieciaglty. Odpowiedz —
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje krzywa gtadka R 5> t — B(t) € End(V),
okresowa z okresem p, spelniajgca réwnanie rézniczkowe

B+B*=f+A, (12)

jednocze$nie zas dodatkowe warunki, wypisane w [37, twierdzenie 6.1(ii)], za-
chodzg dla jakiej$ kraty = w przestrzeni liniowej N = Rx L, gdzie L jest przestrze-
nig wszystkich rozwigzan u: R — V réwnaniau(t) = B(t)u(t) (takwiec £ c &).
Najwazniejszym z tych dodatkowych warunkow jest wlasnos¢ arytmetyczna
operatora translacji T: L — L danego wzorem (Tu)(t) = u(t — p). Wlasnoséé
ta polega na istnieniu takiego funkcjonatu liniowego ¢ € £*, ze ¥(X) = X dla
operatora ¥: N' - N zdefiniowanego formutg ¥ (r,u) = (r + ¢(u), Tu).
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Czes¢ III. Zauwazmy, ze — w czesci 11 - taka krata 2, ze ¥(X) = X dla jakiegos
funkcjonalu ¢, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy detT = +1imacierz T w pewnej
bazie przestrzeni £ ma wyrazy calkowitoliczbowe. Naszym gtéwnym zadaniem
staje si¢ wigc znalezienie takiego rozwigzania B réwnania (12), ze wymieniony
warunek zachodzi dla odpowiadajacego mu operatora translacji T.

Czes¢ 1V. Ustalmy liczby catkowite k, I spelniajace nieréwnosci 4 < k < I <
k?/4. Takie [ istnieje przy dowolnym zadanym k > 4. Latwo sprawdza sie [40,
lemat 2.1], ze wielomian P(1) = —A% + kA% — 1 + 1 ma wtedy pierwiastki
rzeczywiste A, i, v, dla ktérych

O0<A<pu<v, A<l<v, Au<l<uv, A#L (13)

Czgs¢ V. Dla p wybranego w czesci I, oznaczmy przez F), zbior wszystkich
si6édemek uporzadkowanych («, 8,7, f, a, b, ¢) ztozonych z funkgji gtadkich
o, B,y, fR - R zmiennej ¢, okresowych o okresie p, wraz z trzema rézny-
mi stalymi rzeczywistymi a, b, ¢ o sumie zero, z ktérych najmniejszg jest b,
spetniajacych warunki a > 8 > y oraz

a+al=f+a, (14)
B+p*=f+b, (15)
))+y2:f+c. (16)

Niech C bedzie podzbiorem F), ztozonym z tych (a, B, y, f,a, b, c), dla kto-
rych o, B,y i f sa stale. Zdefiniujmy odwzorowanie spec: F, - R* wzorem
spec(a, B, y, f>a,b,c) = (A, u,v), gdzie

(L > v) = (exp[— [ a(t) dt], exp[— [ B(t) dt], exp[- [ y(t) dt]).

Czes¢ VI Dowodzimy, ze spec(F, \ C) = U dla F,,C, spec wprowadzonych
w czesci V i zbioru otwartego U c R? zlozonego z wszystkich tréjek (A, g, v),
spelniajacych warunek (13). Osiaga si¢ to poprzez redukcje liczby funkcji
niewiadomych w siédemce (&, 3,7y, f, a, b, ¢), stanowiacej rozwigzanie ukla-
du (14-16). Aby rozwigza¢ uktad (14-15) z dodatkowym warunkiem « > f (dla
ustalonych a, b), ktadziemy =« - fiy = a + f. Rownos¢ y = (a-b—-17)/y
pozwala nam zrekonstruowac a i f8 z 7. Rozwigzania («, ) uktadu (14-15)
odpowiadaja wigc wzajemnie jednoznacznie dowolnym funkcjom gtadkim
7:R — (0, o0), okresowym o okresie p. W ten sam sposob dowolne rozwig-
zanie ukfadu (15-16) odpowiada jednej dowolnej funkeji dodatniej o wlasno-
$ciach podobnych do 7, ktérg oznaczamy przez o. Nasze 7 i 0 maja spelnia¢
jedno réownanie rézniczkowe, ktore stwierdza, ze funkcja f zrekonstruowana
z 11 réwna jest funkcji 8 zrekonstruowanej z o. Funkcja log(a/7) moze by¢
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przy tym zupelnie dowolna (oprocz tego, ze jest gltadka i okresowa o okresie
p); zob. [40, lemat 10.4]. Wyrazajac tréjke (A, u, v) w czeéci V poprzez nows
funkcje niewiadoma log(o/#), widzimy teraz, ze spec(F, \ C) = U.

Czes¢ VII. Dla A, u, v wybranych jak w czesci IV, ustalmy taka siodemke
(e, B,y, f>a,b,¢) € Fp~C,ze spec(a, B, y, f>a,b,c) = (A, 4, v) (jej istnienie
jest konsekwencjg czgsci VI). Potozmy

a(t) 0 0 a 00
B(t)=| 0 B(t) o |, A=|o b of.
0 0 (1) 0 0 ¢

Poniewaz zachodzg réwnania (14-16), nasze B(t) i A spelniajg warunek (12).
Traktujac macierze B(t) i A jak endomorfizmy przestrzeni R® wyposazonej
w standardowy pseudoeuklidesowy iloczyn skalarny dowolnej zadanej sygnatu-
ry oraz uzywajac faktu, ze endomorfizmy B(¢) komutuja miedzy sobg, tatwo
sprawdzi¢, ze A, p, v zdefiniowane w czeséci V stanowig wartosci wlasne operato-
ra translacji T stowarzyszonego z B i A (zob. czes¢ II). Dlatego tez te ostatnie A,
W, v s3 identyczne z nasza wybrang tréjka A, u, v. Stad z kolei wynika, ze P(1)
wspomniany w cze$ci IV jest wielomianem charakterystycznym T'. Tak wiec T
ma wilasno$¢ wymagana w czesci III (zob. [40, str. 75]). Ponadto f jest niestata,
gdyz (a, 3, y, f,a,b,c) ¢ C, por. [40, uwaga 10.1]. Ta sama konkluzja zachodzi,
jesli zastgpimy endomorfizmy B(t) i A ich j-tymi potegami kartezjanskimi
dziatajagcymi w V = R¥/ dla dowolnego j > 1.

Na podstawie czgéci 111, to koriczy dowdd twierdzenia 4.1. Scislej méwiac,
poniewaz G > (k,q,u) = k € Z jest nietrywialnym homomorfizmem grup,
jego obraz ma posta¢ mZ, gdzie m € Z ~ {0}, por. [40, wzdr (3.4.2), uwaga 5.1].
Odwzorowanie R* x V 5 (t,s,v) + t/p € R indukuje, na poziomie przestrzeni
ilorazowych dla dziatan grup G i mZ, rozwloknienie M — S' rozmaitosci
zwartej M = (R? x V) /T na torusy, ktérego rozmaitoécig bazows jest okrag
S' = R/(mZ) - zob. [40, uwaga 71, lemat 4.1(i)].

5. Metryki rekurencyjne i ich uogélnienia

Pole tensorowe H na rozmaito$ci z ustalong koneksja beztorsyjng V na-
zywamy rekurencyjnym, jesli H i V,, H sa liniowo zalezne w kazdym punkcie,
dla kazdego pola wektorowego v. Jest to rownowazne relacji VH = £ ® H
w punktach, w ktérych H # 0, z pewng 1-formg &. Podobnie, dwurekurencyj-
nosé pola tensorowego H wzgledem V oznacza, ze V°H = T ® H na zbiorze
zadanym przez warunek H # 0 dla jakiego$§ dwukrotnie kowariantnego pola
tensorowego .
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Przez rozmaito$¢ rekurencyjng, badz Ricci-rekurencyjng, badz tez kon-
foremnie rekurencyjng rozumie sie rozmaito$¢ pseudoriemannowska (M, g),
ktorej tensor krzywizny R, badz tensor Ricciego p, badz tez, odpowiednio, ten-
sor Weyla W jest rekurencyjny wzgledem jej koneksji Levi-Civity V. Méwimy
wtedy tez, ze metryka ¢ ma jedna z trzech zdefiniowanych tu wlasnosci; ta
tradycyjna terminologia nie jest calkiem konsekwentna, gdyz g jest zawsze,
W oczywisty sposdb, rekurencyjnym polem tensorowym, nie bedac oczywiscie
na ogo6! metryka rekurencyjna.

Trzy najwcze$niejsze prace Witolda Rotera [1-3] dotyczyly rozmaitosci,
ktore s rekurencyjne, badZ maja dwurekurencyjny tensor krzywizny. Uogél-
nil on w nich pewne wyniki Nikofaja Stiepanowicza Siniukowa [48] i André
Lichnerowicza [43]. Warto tez wspomniec o jego sze$ciu znacznie pdzniej-
szych pracach [16,25-28,32] poswieconych metrykom konforemnie rekuren-
cyjnym. Zawieraja one m.in. konstrukcje niebanalnych przyktadéw takich me-
tryk [16,25] i rézne wyniki o relacjach konforemnych miedzy nimi [26, 28, 32].
W pracy [27] Witold Roter zdefiniowal metryki konforemnie rekurencyjne typu
prostego, tzn. lokalnie konforemnie réwnowazne metrykom o réwnolegltym
niezerowym tensorze Weyla, opisal przyklady takich metryk, ktdre nie s ani
konforemnie plaskie, ani rekurencyjne, oraz udowodnil, ze - poza przypadkiem
lokalnie symetrycznym — wszystkie te metryki majg krzywizne skalarng réwna
zeru.
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