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摘摘摘 要要要

本文用一种新的方法研究多物种竞争的传播性质.主要思想是在特定的移

动坐标 y = x� ct下获得传播速度的渐近估计,这种方法受到了 Freidlin, Evans

和 Souganidis等人在 Fisher-KPP的方程中发展的Hamilton-Jacobi方法的启发.

本文主要包括以下三个部分:

第一部分,我们刻画 Lotka-Volterra双物种竞争扩散系统的解的传播行为.

当初值条件消失在右半端,我们得到精准的传播速度并证明连续入侵行波解收

敛到均匀平衡态.此结果解决了由 Shigesada等人在 1997年提出的公开问题,并

证明较慢的物种以“nonlocally pulled wave”向右传播,其速度随着较快物种速

度的增加而减少.这样,主要描述较快的物种向右入侵空白栖息地,接着被共存

稳定平衡态入侵的过程.

第二部分, 我们主要集中研究当初值为指数衰减时具有稳定的共存态的

Lotka-Volterra弱竞争扩散系统解的传播性质.我们首先建立分段 Lipschitz连

续的 Hamilton-Jacobi方程的比较原理.通过 Hamilton-Jacobi方法,我们得到传

播速度的准确表达式,它由初值的空间衰减率完全决定.此结果表明初值的衰减

率会降低物种的传播速度.当衰减率足够大时,传播性质结果与初值为紧支集的

情形相同.

最后, 我们研究三物种竞争系统解的传播性质, 它是非合作系统. 应用

Hamilton-Jacobi方法,就两个更快的物种的传播速度而言,我们建立了最慢物

种传播速度的的上下界估计.且在一定条件下,此估计是最佳的.传播速度由某

一自由边界 Hamilton-Jacobi方程的粘性解的速度空间所刻画.据我们所知,这

是在无界区域三物种竞争系统的第一个理论结果.

关键词： Hamilton-Jacobi,物种竞争,传播速度,紧支集,指数衰减,非合作系

统,速度递归



Abstract

This thesis is dedicated to a new approach to study the propagation prop-

erties in reaction-di↵usion systems involving more than one species. Our main

idea consists in obtaining large-deviation type estimates in certain moving co-

ordinates y = x � ct, which is inspired by the Hamilton-Jacobi approach for

Fisher-KPP equation due to Freidlin, Evans and Souganidis. The content of this

thesis separated into three parts.

In the first part, we establish spreading properties of the Lotka-Volterra

two-species competition-di↵usion system. When the initial data vanish on a

right half-line, we derive the exact spreading speeds and prove the convergence

to homogeneous equilibrium states between successive invasion fronts. Our main

result settles an open question raised by Shigesada et al. in 1997, and shows that

the slower species spreads to the right with a nonlocally pulled wave, which is a

nonincreasing function of the spreading speed of faster species. By so doing, we

describe the invasion of an uninhabited territory by the faster species followed

by the invasion by coexistence stable state.

In the second part, our study focus on on the spreading properties of the

weak Lotka-Volterra competition-di↵usion system with a stable coexistence state

when the initial data are exponential decaying. Here, we derive a comparison

principle for a piecewise Lipschitz continuous Hamilton-Jacobi equation. By

the Hamilton-Jocabi approach for Fisher-KPP equation, we deduce the exact

formulas of spreading speeds, which are entirely determined by the spatial decay

rates of initial data. Our results indicate that the more rapid decaying rates of

the initial data lead to the slower spreading speeds. As the decaying rates are

large enough, the spreading properties turn out to coincide with the case of the

compactly supported initial data.

Finally, we investigate the spreading properties of a three-species competition-

di↵usion system, which is non-cooperative. We apply the Hamilton-Jacobi ap-

proach, to establish upper and lower estimates of spreading speed for the slowest
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species, in terms of the spreading speeds of two faster species. The estimates we

obtained are sharp in some situations. The spreading speed is being characterized

as the free boundary point of the viscosity solution for certain Hamilton-Jacobi

equation cast in the space of speeds. To the best of our knowledge, this is the first

theoretical result on three-species competition system in unbounded domains.

Keywords: Hamilton-Jacobi, competition, spreading speed, compacted sup-

port, exponential decay, non-cooperative, speed of recursion
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第一章 绪论 1

第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

1.1 研研研究究究背背背景景景

关注种群中个体数量的变化,是种群动力学,生态学的一个重要分支,也因

此是生物学的一个重要研究课题 (考虑到社会经济方面的人口动态,不是恰当的

生物学,也不是我博士论文的主题).在种群动力学中存在两大类主要的数学模

型 (在生物学中更为普遍):确定性模型和随机模型.本文主要关注确定性模型,

在确定性模型中,存在着大量的反应-扩散系统.众所周知,反应-扩散方程对于研

究化学、生物、物理等具有十分重要的作用,本文应用反应-扩散方程研究竞争

物种的入侵过程及其渐近传播性质.

1937年, Fisher [42]关注自然选择和随机空间迁移明显的物种,可将其模拟

为单个带扩散的 Logistic增长模型,研究显性基因的扩散现象和传播速度.同年,

Kolmogorov, Petrovskii和 Piskunov [67]给出了反应-扩散方程波前解相关结果

的严格数学证明. 而后 Aronson和Weinberger [5, 6]建立了具有单调非线性的

高维单物种模型的传播速度,此速度与最小的行波速度相吻合. Weinberger [100]

随后引入了一种基于递归的方法来确定单物种模型的传播速度,并由 [77]推广

到方程组和 [71, 72]推广到一般单调动力系统框架.与之密切相关的是 [61]关于

相同扩散系数的合作系统,其中也研究了堆叠波的存在性.

对于非单调非线性的单物种模型, Thieme [93]中表明,通过构造非线性的单

调表达式,仍可得到物种的传播速度.这一想法在 [102]中被用来研究部分的合

作系统的传播速度,这是一种可以被合作系统控制的非合作系统.也可参见 [97],

其中一般的部分合作系统的结果是在 [71]获得的.此外,通过 Schauder不动点

定理, Girardin [45, 46]建立了非合作系统的传播速度和行波的若干一般结果,其

性质是在平凡平衡点的线性化是合作的.对于 Lotka-Volterra双物种竞争扩散系

统,文献 [17, 47, 69, 73, 89]等给出了竞争物种的传播速度的若干结果.也可参见

[30]关于自由边界的双竞争物种的传播速度的研究.

一般的非合作系统,如捕食系统,并不总是由合作系统来控制.由于缺乏比

较原理,对这类系统的传播性质甚少.最近 Ducrot等人 [34]研究了捕食系统,其

中解耦技术也被用于研究堆叠入侵波.然而,此时的行波是局部线性确定的,这
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与本文处理的“nonlocally pulled wave”不同.相关结果参见 [31, 32].参见文献

[49, 56, 76]研究了部分耦合的三物种竞争系统的最小的线性确定的行波速度.

不论是哺乳动物,鸟等相对迁移较快的物种,还是对昆虫和植物相对迁移较

慢的物种,他们都会入侵与传播.这里介绍一些经典物种的入侵: 1.哺乳动物的

实例, Elton [36]研究了麝鼠作为北美的土生物种入侵整个欧洲的过程和 Clarke

[24]研究马鹿如何入侵新西兰, Okubo [84]发现来自美国的灰松鼠作为英国的外

侵物种,完全使英国东部本土红松鼠失去竞争; 2.鸟类的实例, Okubo [83]研究

了欧洲八哥、麻雀入侵美国的过程; 3.昆虫的实例, 1911年日本甲壳虫作为外来

物种传播至整个美国西部 [81]; 4.植物的实例,来自欧洲和西亚等稻科、花科植

物类成功入侵北美 [52].还有更多物种的入侵实例也可参见 [28, 51, 89]和里面

的参考文献.由此可见物种的入侵和传播是生物学的十分重要的研究课题.近几

十年来,通过数学模型刻画物种的渐近传播有大量数学研究,具体结果如下.

1.1.1 单单单个个个物物物种种种的的的已已已知知知结结结果果果

首先回顾关于单个 Fisher-KPP方程的一些经典渐近传播结果:
8
<

:
@tz � d̃@xxz = r̃z(1� z), (0,1)⇥ R,

z(0, x) = z0(x), R,
(1.1)

其中 d̃和 r̃分别是 z的扩散系数和内禀增长率; z(t, x)代表物种在时刻 t和地点

x时的种群密度.物种如果在 R上具有非空的紧支集,文献 [5, 42, 67]证明物种

z(t, x)有下列传播性质:存在唯一的 c⇤使得
8
>><

>>:

lim
t!1

sup
|x|<ct

|z(t, x)� 1| = 0, c < c⇤,

lim
t!1

sup
|x|>ct

|z(t, x)| = 0, c > c⇤.

此渐近性态描述了非稳定态 0被稳定态 1的入侵.因而 c⇤被称为入侵传播速度.

此外,在这种情况下传播速度 c⇤与 (1.1)的行波解的最小波速相同,其中行波解

是一种特定的整体解 z : (t, x) 7! �(x � ct),其中 � � 0, �(�1) = 1,�(1) = 0.

一个令人惊讶的结果是线性确定性质:存在一组 (�, c)当且仅当 �满足的半线性

方程在 � = 0的进行线性化得到线性方程

�d̃�00 � c�0 = r̃�,
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在 R上有正解.因此, c⇤ = 2
p

d̃r̃.

如果拓宽初值 z0 的范围使其包含指数衰减类,那么 (1.1)的解的渐近行为

对 z0在 x =1上的指数衰减率是敏感的 (参见 [54, 42页]),这是波的前沿.这与

0是 (1.1)的鞍点有关,参见文献 [16, 35, 65, 79, 87].更准确地说,记 �⇤ =
q

r̃/d̃.

下面结果 [65, 79]证明:

(i) 当初值 z0(x) 在 x = 1 处衰减快于 exp{��⇤x} 时, 那么传播速度 c⇤ =

2
p

d̃r̃,与紧支集的情形相同;

(ii) 当初值 z0(x)是在 x =1处表现为 exp{�(�+o(1))x}的形式,其中 � < �⇤,

那么物种的传播速度为 c(�) = d̃�+ r̃
� ,严格大于 2

p
d̃r̃,此时传播速度关于

指数衰减率是非递增函数.

对于在异质环境的单个物种的渐近传播的最近进展, 对一维情形可参考文献

[12, 14, 29, 39]和里面的参考文献,对更高维情形可参考文献 [13, 15, 82, 88, 101]

和里面的参考文献.

1.1.2 双双双物物物种种种的的的已已已知知知结结结果果果

近三十年来,国内外学者一直试图将这些结果扩展到描述两个或更多相互

作用的物种.对于单调动力系统, Weinberger等人 [100, 103] (也可参见 [77])的

开创性工作将物种的传播速度与 (单稳态)行波解的最小波速联系起来.研究结

果可应用于 Lotka-Volterra双物种竞争扩散系统.通过适当地无量纲化,系统可

表示为 8
>>>><

>>>>:

@tu� @xxu = u(1� u� av), (0,1)⇥ R,
@tv � d@xxv = rv(1� bu� v), (0,1)⇥ R,

u(0, x) = u0(x), x 2 R,
v(0, x) = v0(x), x 2 R,

(1.2)

其中正常数 a, b为物种之间的竞争系数; d和 r 是 v 的扩散系数和内禀增长率;

u(t, x)和 v(t, x)代表两个竞争物种在时刻 t和地点 x时的种群密度.在不失一

般性的情况下,假设 dr � 1. Lotka-Volterra双物种竞争扩散系统有以下分类:

1. 当 a  1或 b  1时,系统是单稳态的:对应的 ODE系统存在唯一的局部

渐近稳定态.又可分为以下几个子情形:
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(a) a = b = 1:退化情形通常舍弃;

(b) a < 1和 b < 1:共存情形,也称为弱竞争情形,稳定平衡态是 (k1, k2) =�
1�a
1�ab ,

1�b
1�ab

�
;

(c) a � 1和 b  1且 a 6= b:半灭绝情形,稳定平衡态是 (0, 1);

(d) a  1和 b � 1且 a 6= b:半灭绝情形,稳定平衡态是 (1, 0);

2. 当 a � 1和 b � 1时,系统是双稳态的:即对应的 ODE系统存在两个局部

稳定平衡态 (0, 1)和 (1, 0),这种情形也称为互斥情况.

关于双物种竞争扩散系统的两个平衡态,有大量的数学结果显示是通过一个单

一的行波连接,参见文献 [69, 72, 73]和其里面的参考文献.由 Lewis等人的经典

结果可知, (1.2)的传播速度与连接着 (1.2)的一对有序平衡态的行波解的最小波

速相同.

定理 1.1 ([69, 71]) 假设 (u, v)是 (1.2)的解且初值为

u(0, x) = ⇢1(x), v(0, x) = 1� ⇢2(x),

其中 0  ⇢i < 1 (i = 1, 2)是 R上的紧支集函数.那么存在 cLLW 2 [2
p
1� a, 2]

使得
8
>><

>>:

lim
t!1

sup
|x|<ct

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0, c < cLLW,

lim
t!1

sup
|x|>ct

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0, c > cLLW.

这种情况下,通常说物种 u是以速度 cLLW进行传播的.

注记 1.1 如果初值 (u, v)(0, x)是 (1, 0)的紧扰动,那么存在 c̃LLW

2 [2
p
dr(1� b), 2

p
dr]使得 v是以 c̃LLW的速度传播.

可知 cLLW (c̃LLW)与连接平衡点 (k1, k2)和 (0, 1) ((1, 0))的行波解的最小波

速相同.关于 cLLW的取值范围,在平衡态 (0, 1)进行线性化,可得

cLLW � 2
p
1� a.

Hosono [2]通过数值模拟表明上面的等式仅在模型参数 d, r, a, b取特定值才成

立.这就引出了这个等式成立与否以及何时成立的问题,即线性确定性问题.
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最近, Huang和 Han [60]通过显式的构造严格证明了 cLLW > 2
p
1� a是可

能的.另一方面,线性确定的充分条件第一次由 [69]提出,随后在 [59]得到改进.

关于线性确定的充分必要的近期发展,也可参读文献 [2, 3].

受在最后一个冰河时代末期,两个或者多个树种向北扩展入侵北美大陆的

激发 [28], Shigesada等人 [89, 第 7章]提出了两种或两种以上的竞争物种入侵

到空的栖息地的问题,即没有被其中的任何一种生物占据的区域.在双物种竞

争的情况下,一个有趣的场景出现了,移动速度较慢的物种侵入 (仍在扩张)移

动速度较快的物种范围.在 [89, 第 7章]里给出了数值计算结果说明这两个物

种至少建立了两个入侵波:第一个波出现在速度较快的物种以 c1速度侵入空白

栖息地时,当速度较慢的物种以速度 c2“追赶”上速度较快的物种时则下个波

出现.据推测,在很长一段时间内,解表现为堆叠波,连接着三个均匀平衡状态

(0, 0), E1 和 E2.这里 E1 是半平凡平衡态表明更快的物种存活, E2 是另一个半

平凡平衡态或者共存平衡态 (如果共存平衡存在的话).虽然较快物种的传播速

度 c1可以用单个方程来确定 (因为较慢的物种本质上不在波的前沿),但近几十

年来第二个速度的确定一直没有定论.近几年, Lin和 Li [73]首先在紧支集的初

值 (u0, v0)和弱竞争 0 < a, b < 1的情形下研究了系统 (1.2)解的传播性质,得到

了较慢物种传播速度 c2 的粗略估计.对于双稳 a, b > 1情形, Carrère [17]确定

了两个传播速度,其中 c2由连接半平凡稳态 (1, 0)和 (0, 1)的行波解的唯一速度

决定.此外,还有一些关于柯西问题的相互作用的物种传播到空白的栖息地的

相关工作,如 Ducrot等人 [34]和 Lin等人 [74]考虑了捕食系统的堆叠波.对于

等扩散系数的合作系统, Iida等人 [61]也研究了合作系统堆叠波的存在性. Hsu

和 Zhao [57]和 Li [70]考虑积微分竞争模型的传播性质,在 c1 � c2假设下,可知

c2 = cLLW = 2
p
1� a.然而,在这些研究中,单个物种的传播速度可以局部确定,

不受其他入侵波的影响.而 Fang等人 [40]考虑时空周期的单调系统得到物种的

传播速度与最小波速相同.

然而,通常第二个速度 c2会受到第一个速度 c1的影响,正如Holzer和 Scheel

[53]所证明的,它特别适用于当 b = 0和 a > 0情况的 (1.2).他们证明第二个速

度 c2可以由时空非齐次系数的单个方程的零解的不稳定性所决定.对于耦合系

统, Girardin和 Lam [47]研究了 0 < a < 1 < b的情况.通过推导 c2的显式公式,

可以发现 c2有时严格大于连接 E1和 E2的行波解的最小速度,并且它非递增地

依赖于第一个速度 c1.在 [47]中的证明是基于抛物系统的 (分段光滑的)全局上

下解的精细构造.此前,结果表明,在弱竞争 0 < a, b < 1和初值为紧支集的情况
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下 c2 的公式与 [47]相同,虽然对于本文的第一个目标,可用 [47]的一般化的方

法,但是构造的细节可能会非常复杂,因为总共需要考虑三个移动面,分别连接

(0, 0), (0, 1), (k1, k2)和 (1, 0).因此,我们尝试使用一个更直接的方法来更好地解

决此问题.此证明新颖的部分是基于通过在瘦波极限上分析 Hamilton-Jacobi方

程获得传播速度的渐近估计.

1.1.3 三三三物物物种种种的的的已已已知知知结结结果果果

考虑三物种竞争扩散系统,在相应的无量纲化下,系统表示为

8
>>>><

>>>>:

@tu1 � d1@xxu1 = r1u1(1� u1 � a12u2 � a13u3), (0,1)⇥ R,
@tu2 � @xxu2 = u2(1� a21u1 � u2 � a23u3), (0,1)⇥ R,

@tu3 � d3@xxu3 = r3u3(1� a31u1 � a32u2 � u3), (0,1)⇥ R,
ui(0, x) = ui,0(x), R, i = 1, 2, 3,

(1.3)

其中 ui(t, x)表示为第 i个竞争物种在时间 t和地点 x时的种群密度.正常数 di

和 ri表示 ui的扩散系数和内禀增长率 (通过伸缩变换变量 t和 x的比例可假设

d2 = r2 = 1),和正常数 aij 是 uj 对 ui 的竞争系数.我们确定每个竞争物种以不

同传播速度从左到右入侵,参见图 4.2.

对于三物种竞争扩散系统, 该系统不具有保序性, 比较原理不再适用. 在

a12 = a21 = 0, a13, a23 > 1和 a31 + a32 < 1的特殊情况下, (1.3)可以转化为一个

合作系统, Guo等人 [49]研究了该情形下的最小行波速度.其中,他们应用单调

迭代的格式来给出参数的一些条件保证连接 (1, 1, 0)到 (0, 0, 1)的最小行波速度

是线性确定的.另外两个这样的三物种模型也有类似的传播结果,请参见 [56]和

[76],以及 [21]说明单调系统的整体解的存在性,该单调系统表现为两个行波面

从 x-轴两侧相互移动.当第三个物种对前两个物种只有小的影响时, Chang等人

[20]表明三个物种作为非单调的行波解共存,并证明它是稳定的.

然而,就我们所知,除了最近的工作 [23, 34, 106],对于不适用比较原理的方

程组的传播性质所知甚少.特别是对完全耦合三物种竞争系统 (1.3)解的传播性

质的严格分析,此前从未有过.正是这种知识鸿沟激发了对该问题的研究.
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1.2 研研研究究究的的的问问问题题题和和和主主主要要要结结结果果果

1.2.1 研研研究究究问问问题题题

Lotka-Volterra竞争扩散方程解的传播性质,是非常具有理论意义和现实

意义背景的研究领域. 对 Lotka-Volterra 双物种竞争扩散系统, 已经有大量的

研究解决了一些问题并对生态形成了系统的解释和指导, 然而至今没有利用

Hamilton-Jacobi方法去研究 Lotka-Volterra双物种竞争扩散方程解的传播性质.

对于三物种竞争扩散系统,据我们所知,仍没有严格的理论结果,激发了我们对

此问题的研究.本文主要研究该领域的如下三个问题.

问题 A.对于 Lotka-Volterra双物种竞争扩散系统,物种的传播速度是由方

程参数以及初值所决定的. Gardien和 Lam通过构造全局的上下解得到了紧支

集初值情况下单稳定的强竞争物种精确的传播速度. 而对于紧支集初值的弱

竞争物种的精确传播速度仍不完全, 因此本文首先研究紧支集初值的弱竞争

物种的精确传播速度.根据下文结果,我们发现慢物种的传播速度可以被快物

种的传播速度所影响.这是一个有趣的发现,并具有重要现实意义的研究问题.

该问题的难点在于,对于弱竞争的扩散模型,若直接像 Gardien和 Lam构造全

局上下解,过于复杂和困难.创新点受启发于 Freidlin, Evans和 Souganidis利用

Fisher-KPP方程中的几何光学方法去研究竞争扩散系统的传播速度.

问题 B.我们考虑初值为指数衰减的 Lotka-Volterra双物种竞争扩散系统,

这是根据问题 A自然提出的.已知初值为紧支集的竞争物种的传播速度,继而对

初值如何影响传播速度感兴趣. Gardien和 Lam对初值为指数衰减时没有给出

精准的物种传播速度.因此本文第二个问题研究初值为指数衰减时的弱竞争物

种的传播速度.根据下文结果,可发现慢物种的传播速度由快物种的传播速度和

本身的衰减速率同时影响.创新点利用 Hamilton-Jacobi方程的比较原理通过构

造局部上下解从而研究竞争系统解的传播速度.这里给出不连续的粘性上下解

和分段的 Lipschitz连续的 Hamilton-Jacobi方程的比较原理.

问题 C.我们考虑初值为紧支集或指数衰减的完全耦合的三物种竞争扩散

系统,整个系统缺乏单调性.现有的关于三物种竞争系统的理论结果都是基于某

些特殊情形,通过变换使之成为合作系统再利用比较原理去得到一些结果.对于

最慢物种 u3的传播速度 c3,在无界区域完全耦合三物种竞争系统下仍没有很好

的理论结果.一般的想法是在第二种和第三种物种之间使用子系统从上面估计
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c3.然而,这个子系统并不是最优的,因为在 (1.3)的第二个式子令 u1 ⌘ 1和 (1.3)

的第三个式子令 u1 ⌘ 0,此时子系统是一个双物种竞争扩散模型,可以直接利用

前面两个问题的结果得到第三个物种的传播速度.而它应该在“正确的”系统

中保持 u1 ⇡ �{c2t<x<c1t}.事实上,当 a21 > 0时,子系统的行波解总是高估 c3.同

样地,当 a31 > 0时,而我们试图估计 c3 下界时也会偏低.至今这是一个公开问

题,这里我们将会比较精细地估计 c3.

1.2.2 主主主要要要结结结果果果

本文主要围绕以上三个问题进行研究,并获得如下三个主要结果.第一个研

究结果针对第一个问题所得到.第二个问题基于文章中新发展的比较原理研究

初值为指数衰减时物种的传播速度；第三个结果基于前两个的结果得到三竞争

物种的传播速度的估计及在某些条件下估计是最佳的.

研究结果一: 紧支集初值下的双竞争物种的传播速度 首先我们对初值为

紧支集的双物种弱竞争扩散系统 (1.2)感兴趣,此问题具有十分重要的生物意

义:一个外来物种和本地物种共同去入侵一片空白栖息地,他们将会如何入侵,

以及传播的速度.这里我们主要考虑弱竞争 (0 < a, b < 1)的情形,对于强竞争

(0 < a < 1和 b > 1)的情形可用此方法研究推出 [47]的结果,这可能提供了一种

更简单的方法且更直观地了解出现“nonlocally pulled wave”的原因.众所周知

dr 的值决定了竞争物种的快慢,这里我们考虑了 dr > 0时的不同阈值的情形,

特别地当 dr = 1时,即两个竞争物种在缺乏竞争的情况下传播速度相同,此结果

表明此时的竞争物种以共同的传播速度向右传播,说明连接 (k1, k2)到 (0, 0)的

入侵波在系统 (1.2)是真实存在的,可与 Tang和 Fife [92]的结果相联系.

主要结果表明,速度较快的物种 v的传播速度 c1是线性确定速度 2
p
dr,与

较慢物种 u无关,而物种 u的传播速度 c2 是 c1 的非递增函数.这是由于 v的存

在对 u的入侵产生了抑制作用.很显然,即使初值在 x � 1中消失,传播速度 c2

可以严格大于 cLLW,即,第二个波以严格大于行波解的最小波速向右移动.共存

平衡解向左传播的速度就是连接 (k1, k2)和 (1, 0)的行波解的最小波速.

研究结果二: 指数衰减初值下的双竞争物种的传播速度 第二个问题研究

初值为指数衰减的双物种弱竞争扩散系统 (1.2),这是针对于第一个问题自然

想到对不同的初值, 传播速度是否会有影响, 若影响, 初值如何影响他们的传

播速度.双物种竞争系统实际上仍可看成是一个单调的动力系统,从而通过构
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造单对弱上下解,并在整个区域 (0,1) ⇥ R应用比较原理得到结果.通过分析

Hamilton-Jacobi方程所满足的函数 w2(t, x) = lim
✏!0
�✏ log u

�
t
✏ ,

x
✏

�
的极限,我们得

到 u沿着射线 {(t, x) : x = c1t}的渐近速度估计,从而推出物种的传播速度.结

果表明当指数衰减大于特定临界值时,此时物种的传播速度与初值为紧支集时

的物种的传播速度相同,当指数衰减小于特定临界值时,物种的传播速度是指数

衰减率的非递增函数.为此,我们给出不连续的粘性上下解和分段的 Lipschitz

连续的 Hamilton-Jacobi方程的比较原理.此时的 Hamiltonion是分段 Lipschitz

连续的 Hamilton-Jacobi方程,其由具体的物种扩散竞争系统演变而来,具有生

物意义.证明受启发于 Ishii [63]和 Tourin [94] (也可参见 [4, 22, 44])里的证明.

Ishii使用了在 [4]里的一个至关重要的观察去证明对不连续的上下解且非凸但

连续的 Hamilton-Jacobi方程的比较原理,而 Tourin给出了分段 Lipschitz连续

的 Hamilton-Jacobi方程粘性解的唯一性.对 Hamiltonian进行一定假设下,我们

给出了此 Hamilton-Jacobi比较原理.

主要结果可知较快物种 v的传播速度 c1由在 x ⇡ 1处 v0的指数衰减率完

全确定,且完全不受较慢物种 u的影响, 较慢物种 u的对应传播速度 c2 依赖于

c1和在 x ⇡ 1处 u0的指数衰减率.此外,还可利用本文的方法去研究强竞争的

情形 [47],阐明了初值指数衰减率 (�u, �+v )的作用,提高了 [47, 定理 1.3].且在

3.7节给出延展结果,为三物种竞争扩散系统打下基础.

研究结果三: 三竞争物种的传播速度 第三个问题研究初值为紧支集和

指数衰减的三物种竞争扩散系统 (1.3),这是首次对于完全耦合的三竞争物种

的传播速度具有比较完整的理论结果. 对于三物种竞争扩散系统, 前两个快

物种的传播速度可从第三章的延展问题得到. 然而对于最慢物种 u3 的传播

速度, 整个系统缺乏单调性, 比较原理对于整个系统不再适用. 通过直接估计

w3(t, x) = lim
✏!0
�✏ log u3

�
t
✏ ,

x
✏

�
,证明当 x/t > max{cLLW, snlp}有 w3(t, x) > 0,相

当于 c3  max{cLLW, snlp},其中速度 snlp是某一 Hamilton-Jacobi方程的粘性解

的自由边界点.虽然 c3 精细估计不能通过单一的比较来实现,但是我们利用第

二个物种 u2 控制第一个物种 u1,并且使用递归方法来逐步改进估计.结果表明

在 snlp > cLLW下,最慢物种的传播速度的估计是严格的,即 c3 = snlp. 4.4节给出

物种在最终区域的渐近性态,且通过数值模拟可知文章给出的假设是得到此结

果的最优条件.据我们所知,这是在无界区域三个物种竞争系统的第一个理论结

果.
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第第第二二二章章章 相相相互互互作作作用用用物物物种种种多多多波波波的的的渐渐渐近近近传传传播播播 I:一一一种种种几几几何何何光光光学学学方方方法法法

2.1 假假假设设设及及及主主主要要要结结结果果果

本文研究弱竞争 0 < a, b < 1 情形. 本章的目的是了解初值 (u0, v0) 2
C(R; [0, 1])2为紧支集的两个相互竞争的物种的共同入侵:

(H1)

8
>>><

>>>:

存在正常数 ✓0, x0使得

在 (�1, 0]上 ✓0  u0(x)  1, 且在 [x0,1)上有 u0(x) = 0.

同时, v0(x)是非平凡的且有紧支集.

换句话说,假设一开始右半端的栖息地是空的. 在本章中,我们将演示几何光学

的观点如何更直接地确定竞争物种的各种传播速度.几何光学方法是在推导大

空间,大时间的极限问题的基础上,从粘性的角度来理解问题的解.它由 Freidlin

[43]提出的,他使用概率观点来研究对于单个物种的 Fisher-KPP方程的解的渐

近行为.随后, Evans和 Souganidis使用 PDE观点对结果进行了推广; 另请参见

文献 [11, 14, 78, 80, 91, 107]. Barles, Evans和 Souganidis [9]也应用了这种方法

研究了 KPP系统,其几个物种以共同的传播速度传播.

2.1.1 主主主要要要结结结果果果

对于情形 dr > 1,主要结果如下所示.

定理 2.1 假设 dr > 1. (u, v) 是 (1.2) 的解且初值满足 (H1). 那么存在

c1, c2, c3 2 R使得

(a) c3  �2
p

dr(1� b) < 0 < 2
p
1� a  c2  2 < c1;

(b) 对每一个足够小的 ⌘ > 0, 以下的传播结果成立:
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0,

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(c2�⌘)t

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(c3�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0.

(2.1)
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更准确的是,传播速度 c1, c2, c3可被确定如下:

c1 = 2
p
dr, c2 = max{cLLW, cnlp}, c3 = �c̃LLW, (2.2)

其中如定理 1.1 (注记 1.1)所示, cLLW (c̃LLW)是 (k1, k2)入侵 (0, 1) ((k1, k2)入侵

(1, 0))的传播速度.并且

cnlp =

( p
dr �

p
a+ 1�ap

dr�
p
a
,
p
dr 

p
a+
p
1� a,

2
p
1� a,

p
dr >

p
a+
p
1� a.

(2.3)

上面的结果可被简化为

(1, 0)
c3 �� (k1, k2)

c2��! (0, 1)
c1��! (0, 0). (2.4)

上述结果还表明,速度较快的物种 v的传播速度 c1为 2
p
dr是线性确定的,

只与 v的扩散系数和内禀增长率有关,不受较慢物种 u的影响,而物种 u的传播

速度 c2 是 c1 的非递增函数.这是由于 v的存在对 u的入侵产生了抑制作用.很

明显,即使 u0(x)在 x � 1中消失,传播速度 c2可以严格大于 cLLW,即第二个波

以严格大于行波解的最小速度的增强的速度移动.我们可知 cnlp的表达式与 [47,

定理 1.1]中的表达式一致,其可刻画为

{(t, x) : w1(t, x) = 0} = {(t, x) : t > 0 和x  cnlpt}, (2.5)

其中 w1是下列时空异质的 Hamilton-Jacobi方程
8
>><

>>:

min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{x2
p
drt}, w} = 0, (t, x) 2 (0,1)⇥ R,

w(0, x) =

(
0, x 2 (�1, 0],

1, x 2 (0,1),

(2.6)

的唯一粘性解,其中 �S 是集合 S ⇢ R2的指示函数. (下文中与 (2.6)中类似的初

值可以理解为:对于 x0 < 0,如果 (t, x)! (0, x0), w1(t, x)! 0,对于 x0 > 0,如果

(t, x)! (0, x0), w1(t, x)!1.)

为了解释说明速度 cnlp 是非局部决定的, 通过 (2.5) 定义 cnlp, 其中 w1 是

(2.6)的唯一粘性解.我们将在引理 2.6证明, w1(t, x) = max{J1(t, x), 0},其中 J1:

J1(t, x) = inf
�(·)

Z t

0


|�̇(s)|2

4
� 1 + a�{�(s)2

p
drs}

�
ds,
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其中下确界是通过取遍所有的轨迹 � 2 H1
loc([0,1))且 �(0) = 0和 �(t) = x.对

于在波上的每一个 (t, x) (即 x = cnlpt),最小的路径 �̂(s) = �̂t,x(s)描述了物种如

何从 (0, 0)在时刻 t到达 x = cnlpt.

当 a = 0,问题 (2.6)是同质的.在这个情形里,w1(t, x) = max{ t
4

⇣
x2

t2 � 4
⌘
, 0},

因此这个波由 x = 2t刻画的.更进一步,在波上的 (t, x),最小路径 �̂(s)是由直线

�̂(s) = x
t s = 2s所给定的,即在时刻 t到达 x = 2t上的任意时刻 s 2 [0, t],物种

移动都会在波 x = 2s上.因此,对于情形 a = 0,传播速度是局部确定的.

对问题 (2.6),考虑另一种情形 a 2 (0, 1).那么最小化路径通常不是直线.

事实上, 对于 1 <
p
dr <

p
a +
p
1� a, 如果物种在 t 时刻发现自己处于移

动波上, 即 x = cnlpt, 则对应的最小话路径是一条分段线性曲线, 连接 (0, 0),

(⌧, 2
p
dr⌧), (t, x),其中 ⌧ 2 (0, t)(详见 2.7节).因此,在时刻 t到达波 x = cnlpt

的物种在之前的时间中并没有停留在波上.事实上,它在前面花费了一定的时

间(以 2
p
dr > cnlp 的速度移动).因此,速度 cnlp 受到前方的波的影响,表明它不

是局部决定的.事实上,它是非局部拉动的 (参见 [86]给出了“pulled wave”和

“pushed wave”含义).

此外我们还提到了一个密切相关的工作, Holzer 和 Scheel [53], 研究的

问题是 (1.2) 的特殊情况, 即 b = 0 时. 他们的证明依赖于在单个移动框架

y = x� 2
p
drt后进行线性化,其线性化后问题成为暂时的常数.文献 [12, 39]也

对于这一问题进行了研究,除了某些临界情形外,他们得到了行波的完整的存在

性、多重性及其吸引性.对比之下,对于多个 ci,我们的方法可以应用于系数依

赖于多个移动坐标 x � cit问题.这使得三竞争物种以不同的速度传播的研究成

为可能,这将出现在本文的第四章.

本文考虑的弱竞争 0 < a, b < 1情形下,更有趣是在一定条件下含有 (0, 0)

和 (k1, k2)的 (1.2)的共同入侵的过程出现,而平衡态 (0, 0)和 (k1, k2)是无序的

(关于单调半流理论中稳定态的可比性是至关重要的,参见 [90]).此时行波解的

存在性,归因于 Tang和 Fife [92],不再由Weinberger等 [103]创建的单调动力系

统框架建立 (也可参见 [41, 72]).本文将会证明 (k1, k2)到 (0, 0)入侵波在系统

(1.2)是真实存在的,与 Tang和 Fife [92]的工作相联系.我们可以得到下面的结

果.

定理 2.2 假设 dr = 1. (u, v)是 (1.2)的解且初值满足(H1). 那么对于每
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一足够小的 ⌘ > 0,
8
>>>>>><

>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(2+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(�c̃LLW+⌘)t<x<(2�⌘)t

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(�c̃LLW�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0,

(2.7)

其中 c̃LLW是当 dr = 1时注记 1.1里 (1.2)连接 (k1, k2)和 (1, 0)的传播速度.

上述结果可简化为

(1, 0)
�c̃LLW ����� (k1, k2)

2��! (0, 0).

定理 2.2表明从 (k1, k2)到 (0, 0)的入侵过程是真的存在的,它与 Tang和 Fife

[92]的结果相联系, Tang和 Fife已证明了 (1.2)连接 (k1, k2)到 (0, 0)的行波解的

存在性.

通过转换 u和 v的角色,对于情形 dr < 1,不难得到下列结果.

推论 2.1 在情形 dr < 1,平衡点的过渡变为

(1, 0)
c3 �� (k1, k2)

c2��! (1, 0)
c1��! (0, 0).

准确的说,传播速度 c1, c2, c3能被如下决定:

c1 = 2, c2 = max{c̃LLW, c̃nlp} 和 c3 = �c̃LLW,

其中

c̃nlp =

8
<

:
1�
p
drb+ dr(1�b)

1�
p
drb

, 1 
p
dr(
p
b+
p
1� b),

2
p

dr(1� b), 1 >
p
dr(
p
b+
p
1� b).

(2.8)

注记 2.1 正如 [38],在较小的修改下本文的方法可以应用于多维度的竞争

物种的扩散问题.然而,在这里本文选择把重点放在一维的情况,以保持我们的

阐述简单,并接近 [89, 第 7章]里公式猜想.

注记 2.2 在此,本文还提到一些关于具有 Stefan型移动边界条件的竞赛

系统的相关工作,参见文献 [30, 48, 75, 98, 99, 104].在此基础上,他们证明了移

动边界的一些渐近速度估计.与本文考虑的 Cauchy问题不同,这种移动边界问

题不存在远场效应.
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2.1.2 主主主要要要结结结果果果的的的数数数值值值模模模拟拟拟

对于(a) dr > 1, (b) dr = 1, (c) 0 < dr < 1这三种情况, (1.2)的解的渐近行

为如图 2.1所示.其中, (a)中 d = 1.5表示 (1.2)的数值解与定理 2.1预期相符.

其中,物种 v的传播速度快于物种 u, c1 = 2
p
dr > 2 � c2. (b)中 d = 1对应定理

2.2,其中 c1 = c2 = 2.最后, (c)中 d = 0.5表示物种 u的传播速度快于物种 v,即,

c1 = 2 > c2,如推论 2.1所述.由于方法的限制,我们无法得到 (1.2)的渐近轮廓.

Asymptotic behaviors of u,v as dr is varied

-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

(a) The case of dr>1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

v

-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

(b) The case of dr=1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

v

-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

(c) The case of dr<1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

v

图 2.1 当 a = 0.6, b = 0.5, r = 1时 (1.2)中解的渐近行为,情形 (a) d = 1.5,情形 (b) d = 1,

情形 (c) d = 0.5,其中初值为 u(0, x) = �[�1000,0]和 v(0, x) = �[�20,0].

接下来,我们模拟一些数值去验证定理 2.1给定的 c1, c2 和 c3 的表达式.正

如在图 2.1(a)令 a = 0.6, b = 0.5, r = 1和 d = 1.5,因此由 [69, 定理 2.1]可知线
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性确定性条件是满足的.由定理 2.1里的理论结果推出

8
>>><

>>>:

c1 = 2
p
dr ⇡ 2.4495,

c2 = max{cLLW, cnlp} ⇡ max{1.265, 1.3387} ⇡ 1.3387,

c3 = c̃LLW = �2
p

dr(1� b) ⇡ �1.7321,

其中在确定 c2 时,利用事实 (i)由 [69, 定理 2.1]可知, cLLW = 2
p
1� a ⇡ 1.265

是线性确定的; (ii)
p
dr ⇡ 1.2248 <

p
a+
p
1� a ⇡ 1.407使得 cnlp = c1

2 �
p
a+

1�a
c1
2 �

p
a
⇡ 1.3387.

记

x1(t) = sup{x | v(t, x) > 0.6}, x2(t) = sup{x | u(t, x) > 0.4},

x3(t) = inf{x | u(t, x) < 0.7}.

xi(t)/t (i = 1, 2, 3)的图形展示在图 2.2中.实际上,他们表明 xi(t)/t! ci当

t !1.事实上,在 t = 200, x1(t)/t ⇡ 2.4452与定理 2.1里的理论值 c1 ⇡ 2.4495

相比; x2(t)/t ⇡ 1.3695与 c2 ⇡ 1.3387相比; x3(t)/t ⇡ �1.7214与 c3 ⇡ �1.7321
相比. 注意我们在数值 xi(t)/t 和理论值 ci 之间得到的差值是在期望的误差

O(t�1 log t)内.因此在定理 2.1得到的 c1, c2, c3的表达式被图 2.2所确认.

The value of x
1
(t)/t, x

2
(t)/t, x

3
(t)/t as d=1.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

time t

-12
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x
1
(t)/t

x
2
(t)/t

x
3
(t)/t

2.4452

1.3695

-1.7214

图 2.2 a = 0.6, b = 0.5, r = 1和 d = 1.5. u(0, x) = �[�1000,0] 和 v(0, x) = �[�20,0].刻画

xi(t)/t (i = 1, 2, 3)图形.
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2.1.3 主主主要要要思思思想想想大大大纲纲纲

我们概述定理 2.1中非局部传播速度 c2 的主要步骤. (其他传播速度 c1, c3

可以通过标准方法所确定,如 [47],可见命题 2.1.)

1. c2的下界估计,我们考虑WKB变换

w✏(t, x) = �✏ log u
✓
t

✏
,
x

✏

◆

且证明半放松极限

w⇤(t, x) = lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏(t0, x0) 和 w⇤(t, x) = lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏(t0, x0)

存在,是由于 w✏在 Cloc((0,1)⇥ R)上是一致有界的 (参见引理 2.3).通过

比较原理,有

0  w⇤  w⇤  w1, (0,1)⇥ R, (2.9)

其中 w1 是 Hamilton-Jacobi方程 (2.6)的粘性解.通过变分刻画的方法去

解 w1的显式解,有

{(t, x) : w1(t, x) = 0} = {(t, x) : t > 0 和 x  cnlpt}.

因此 w✏(t, x) = �✏ log u
�
t
✏ ,

x
✏

�
! 0在 {(t, x) : x < cnlpt} 局部一致有界的.

那么就可以应用 [38, 第 4节]的论证展示

lim inf
✏!0

u

✓
t

✏
,
x

✏

◆
> 0, {(t, x) : t > 0, x < cnlpt}.

这表明 c2 � cnlp (参见命题 2.3).

2. c2 的上界估计, 注意到对某一 �⇤ > 0, 在{(t, x) : x � (2
p
dr � �⇤)t},

有 w⇤ � w1. 因此, 和 (2.9) 一起, 我们得到 u 的渐近估计. 换句话说, 对

ĉ = 2
p
dr � �⇤,

u(t, ĉt)  exp (�[µ̂+ o(1)]t) , t� 1,

其中 µ̂ = w1(1, ĉ).可知在 {(t, x) : 0  x  ĉt}上 (u, v)是 (1.2)的解,边界

条件满足

lim
t!1

(u, v)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(u, v)(t, ĉt) = (0, 1),
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我们可在 {(t, x) : 0  x  ĉt}内比较 (u, v)和连接 (k1, k2)和 (0, 1)适当的

的行波解进而得到 u的传播速度 c2的上界估计 (引理 2.2).

2.1.4 本本本章章章的的的结结结构构构

2.2节,确定了 c1, c3,并给出了 c2的粗略估计. 2.3节,推出 u的近似渐近表

达式,然后 2.4确定 c2 .这就完成了定理 2.1的证明. 2.5节,定理 2.2是作为定理

2.1的极限情况推导出来的.为了直接对思想的阐述,我们把有些引理和命题的

证明延至 2.6和 2.7节.

2.2 预预预备备备知知知识识识

如下定义最大和最小传播速度 (另请参阅 [50, 定义 1.2]对于单个物种相关

的概念): 8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

c1 = inf {c > 0 | lim sup
t!1

sup
x>ct

v(t, x) = 0},

c1 = sup {c > 0 | lim inf
t!1

inf
ct�1<x<ct

v(t, x) > 0},

c2 = inf{c > 0 | lim sup
t!1

sup
x>ct

u(t, x) = 0},

c2 = sup {c > 0 | lim inf
t!1

inf
ct�1<x<ct

u(t, x) > 0},

c3 = inf{c < 0 | lim inf
t!1

inf
ct<x<ct+1

v(t, x) > 0},

c3 = sup{c < 0 | lim sup
t!1

sup
x<ct

v(t, x) = 0}.

(2.10)

这里 c1和 c1 (c2和 c2)代表了 v (物种 u)的向右最大和最小的传播速度,而 �c3
和 �c3代表 v的向左最大和最小的传播速度.

在本节中,我们将确定 c1 = c1 和 c3 = c3,并给出 c2 和 c2 的一些粗略估计.

本节还将证明 (1.2)的解 (u, v)将趋近于连续传播速度之间的一个齐次均衡.由

(2.2)中 c1 = 2
p
dr和 c3 = �c̃LLW的定义,本节的主要结果可以精确地表述如下.

命题 2.1 假设 dr > 1. (u, v)是 (1.2)的解且初值 (u0, v0)满足 (H1). 那么

(i) c1 = c1 = c1和 c3 = c3 = c3;

(ii) cLLW  c2  c2  2;



第二章 相互作用物种多波的渐近传播 I:一种几何光学方法 19

(iii) 对每一个小的 ⌘ > 0, 下列传播结果成立:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0, (2.11a)

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0, (2.11b)

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(c2�⌘)t

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0, (2.11c)

lim
t!1

sup
x<(c3�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0, (2.11d)

其中 cLLW, c̃LLW分别由定理 1.1和注记 1.1给定.

注记 2.3 在更强的假设 dr(1� b) > 1下,命题 2.1可由 [73]证明.

在估计物种的传播速度之前,首先给一个关于在传播波之间 (u, v)的渐近行

为的引理

引理 2.1 固定 �1  c < c  1,且 (u, v)在 {(t, x) : ct  x  ct}内是
(1.2)的一个解.

(a) 如果对每一个 0 < ⌘ < (c� c)/2有 lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

v(t, x) > 0,那么

lim sup
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

u(t, x)  k1, lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

v(t, x) � k2;

(b) 如果对每一个 0 < ⌘ < (c � c)/2 有 lim
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

u(t, x) = 0 且

lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

v(t, x) > 0,那么

lim
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

|v(t, x)� 1| = 0;

(c) 如果对每一 0 < ⌘ < (c� c)/2有 lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

u(t, x) > 0,那么

lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

u(t, x) � k1, lim sup
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

v(t, x)  k2;

(d) 如果对每一 0 < ⌘ < (c� c)/2有 lim
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

v(t, x) = 0且

lim inf
t!1

inf
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

u(t, x) > 0,那么

lim
t!1

sup
(c+⌘)t<x<(c�⌘)t

|u(t, x)� 1| = 0.
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证明. 证明是基于对 (1.2)整体解的分类. 在 R2中对于 (x1, y1)和 (x2, y2),定义

偏序 “ � ”如下

(x1, y1) � (x2, y2) 当且仅当 x1  x2 且 y1 � y2.

假设 (a)不成立. 那么存在 (tn, xn)使得当 n!1, tn !1,且

cn := xn
tn
! c 2 (c, c) 和 lim

n!1
u(tn, xn) > k1或 lim

n!1
v(tn, xn) < k2.

定义 (un, vn)(t, x) := (u, v)(tn + t, xn + x).通过标准证明可知在 [�tn,1) ⇥ R
上有 0  un  1和 0  vn  1, 因此通过抛物估计对每一个紧子集 K ⇢ R2,

(un, vn)在 C2
loc(K)是预紧的.取子序列,我们可得 (un, vn)在 C2

loc(R ⇥ R)里收
敛到一个 (1.2) 的整体解 (û, v̂). 通过构造, 存在一个常数 0 < ⇣0 < 1 使得对

(t, x) 2 R2 有 (û, v̂)(t, x) � (1, ⇣0). 让 (U, V )是 ODEs的 Lotka-Volterra系统的

解

Ut = U(1� U � aV ), Vt = rV (1� bU � V ),

其初值是 (1, ⇣0),因此 (U, V )(1) = (k1, k2).现在,对每一个 T > 0,对所有的 x

有 (û, v̂)(�T, x) � (U, V )(0),通过比较原理可得

(û, v̂)(t, x) � (U, V )(t+ T ), (t, x) 2 [�T, 0]⇥ R, T > 0,

因此

(û, v̂)(0, 0) � (U, V )(T ), T > 0.

T !1时,我们得到 (û, v̂)(0, 0) � (k1, k2). 特别地,有

lim
n!1

(u, v)(tn, xn) = lim
n!1

(un, vn)(0, 0) = (û, v̂)(0, 0) � (k1, k2).

这是一个矛盾因此证明了 (a).其他的结论遵循类似的论证.

下面的引理说的是 u (v)的最大传播速度可以由 u (v)沿一条线 {(t, x) : x =

ĉt}的渐近行为得到.

引理 2.2 设 ĉ > 0, t0 > 0,和 (ũ, ṽ)是
8
>>><

>>>:

@tũ� @xxũ = ũ(1� ũ� aṽ), 0  x  ĉt, t > t0,

@tṽ � d@xxṽ = rṽ(1� bũ� ṽ), 0  x  ĉt, t > t0,

ũ(t0, x) = ũ0(x), ṽ(t0, x) = ṽ0(x), 0  x  ĉt0,

(2.12)

解.
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(a) 如果 ĉ > 2和存在 µ̂ > 0使得

(i) lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, 0) = (k1, k2)和 lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, ĉt) = (0, 1),

(ii) 对每一 µ 2 [0, µ̂),有 lim
t!1

eµtũ(t, ĉt) = 0,

那么对每一 c > cĉ,µ̂,有

lim
t!1

sup
ct<xĉt

ũ(t, x) = 0,

其中

cĉ,µ̂ =

8
><

>:

cLLW, µ̂ � �LLW(ĉ� cLLW),

ĉ� 2µ̂

ĉ�
p

ĉ2�4(µ̂+1�a)
, 0 < µ̂ < �LLW(ĉ� cLLW);

(b) 如果 ĉ > 2
p
dr和存在 µ̂ > 0使得

(i) lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, 0) = (k1, k2) 和 lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, ĉt) = (1, 0),

(ii) 对每一 µ 2 [0, µ̂),有 lim
t!1

eµtṽ(t, ĉt) = 0,

那么对每一 c > c̃ĉ,µ̂,有

lim
t!1

sup
ct<xĉt

ṽ(t, x) = 0,

其中

c̃ĉ,µ̂ =

8
><

>:

c̃LLW, µ̂ � �̃LLW(ĉ� c̃LLW),

ĉ� 2dµ̂

ĉ�
p

ĉ2�4d[µ̂+r(1�b)]
, 0 < µ̂ < �̃LLW(ĉ� c̃LLW).

这里 cLLW, c̃LLW分别是定理 1.1和注记 1.1给定的,且

�LLW =
cLLW �

p
c2LLW � 4(1� a)

2
, �̃LLW =

c̃LLW �
p

c̃2LLW � 4dr(1� b)

2d
.

(2.13)

引理 2.2的证明是基于与连接 (k1, k2)和其中的一个半平凡解的适当的行波

解进行比较.证明延至 2.6节.
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命题 2.1的证明. 对于 i = 1, 2, 3,从定义直接可得 ci  ci. 我们按以下顺序完成

证明: (1) c2  2, (2) c1  2
p
dr, (3) c3  �c̃LLW, (4) c2 � cLLW, (5) c1 � 2

p
dr,

(6) c3 � �c̃LLW.在那以后,通过引理 2.1我们推出 (2.11a)-(2.11d). 本命题的证

明采用了 [34]和 [47, 命题 3.1]的思想.

步骤 1.证明 (1)和 (2).

固定 � > 0,选择 A� 1使得 u�(t, x) := exp(��x+ (�2 + 1)t+ A)满足
8
<

:
@tu� � @xxu� � u�(1� u�), (0,1)⇥ R,

u�(x, 0) � u0(x), x 2 R.

通过比较原理,有

0  u(t, x)  exp(��x+ (�2 + 1)t+ A). (2.14)

令 � = 1,对每一个 ⌘ > 0,有

lim
t!1

sup
x>(2+⌘)t

|u(t, x)|  lim
t!1

sup
x>(2+⌘)t

exp(�x+ 2t+ A) = 0. (2.15)

因此 c2  2,即 (1)成立.相似地,对每一个 ⌘ > 0,有,

lim
t!1

sup
|x|>(2

p
dr+⌘)t

|v(t, x)| = 0, (2.16)

即 c1  2
p
dr和 (2)成立.此外,当 dr > 1时,我们推出 (2.11a).

步骤 2.证明 (3),即 c3  �c̃LLW.

由 (H1)可知, v0是非平凡的,紧支撑的且

(u0(x), v0(x)) � (1, v0(x)), x 2 R.

(ũLLW, ṽLLW) 是 (1.2) 的解且初值满足 (1, v0(x)). 那么由注记 1.1 保证 c̃LLW 2
[2
p

dr(1� b), 2
p
dr]的存在性,使得对 8c 2 (�c̃LLW, 0)有

lim inf
t!1

inf
|x|<|c|t

ṽLLW(t, x) > 0.

对 (1.2)使用比较原理,对所有的 (t, x) 2 (0,1)⇥ R有 (u, v) � (ũLLW, ṽLLW),其

满足,对每一个 c 2 (�c̃LLW, 0),

lim inf
t!1

inf
ct<x<ct+1

v(t, x) � lim inf
t!1

inf
ct<x<ct+1

ṽLLW(t, x) > 0.
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这证明了 c3  �c̃LLW  �2
p

dr(1� b),因此 (3)成立.

步骤 3. 证明 (4),即 c2 � cLLW.

如步骤 2,通过比较 (u, v)与 (1.2)满足初值 (ũ0, 1)的解 (uLLW, vLLW),其中

紧支撑的 ũ0满足 0  ũ0  u0,然后再利用定理 1.1,这能证明 (4).

步骤 4.证明 (5),即 c1 � 2
p
dr.

固定 c 2 (2, 2
p
dr),和选择足够小的 ⌘1 > 0使得

[c� ⌘1, c+ ⌘1] ⇢ (2, 2
p
dr),

c2

4d
� r(1� 2⌘1) +

d⇡2⌘21
4

< 0,

通过 (2.15),再选择足够大 T1 > 1/⌘21 使得

au(t, x)  ⌘1, (t, x) 2 ⌦1,

其中 ⌦1 = {(t, x) : (c � ⌘1)t  x  (c + ⌘1)t, t � T1}. 现在,让 ⌘2 2 (0, ⌘1],且定

义

vc(t, x) :=

8
<

:
⌘2e�

c
2d (x�ct+1/⌘1) cos

⇣
⌘1⇡(x�ct)

2

⌘
, |x� ct| < 1/⌘1,

0, |x� ct| � 1/⌘1,

其中选择足够小的 ⌘2确保在抛物边界 ⌦1上使得 vc(t, x)  v(t, x).

可知 v(t, x)和 vc(t, x)分别在 ⌦1上是方程

@tṽ � d@xxṽ = rṽ(1� ⌘1 � ṽ)

的上下解.

通过比较原理,我们推出

lim inf
t!1

v(t, ct) � lim inf
t!1

vc(t, ct) > 0.

因此, c1 � c. c% 2
p
dr时,有 c1 � 2

p
dr.

步骤 5. 证明对于小的 ⌘ > 0,有

lim inf
t!1

inf
(c3+⌘)t<x<(c1�⌘)t

v(t, x) > 0. (2.17)

给定任意小的 ⌘ > 0,由 c3和 c1的定义表明 c03 2 (c3, c3+⌘), c01 2 (c1�⌘, c1)
的存在性和 T > 0使得

inf
t�T

min{v(t, c03t), v(t, c01t)} > 0.
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现在,定义

� := min

⇢
1�b
2 , inf

c03T<x<c01T
v(T, x), inf

t�T
min{v(t, c03t), v(t, c01t)}

�
> 0.

注意到 v(t, x)是 KPP方程 @tv = d@xxv + rv(1 � b � v)满足在抛物边界 ⌦ :=

{(t, x) : t � T, c03t < x < c01t}上有 v(t, x) � �的上解.因为 v � �不能在内部达
到负的最小值,在 ⌦内有 v � �.特别地, (2.17)成立.

步骤 6. 证明对小的 ⌘ > 0,有

lim inf
t!1

inf
x<(c2�⌘)t

u(t, x) > 0. (2.18)

固定一个小的 ⌘ > 0. 通过 c2 > 0的定义,存在 c02 2 (c2 � ⌘, c2)和 T2 > 0使得

inf
t�T2

u(t, c02t) > 0. (2.19)

同时注意到 v  1,因此 u是
(
@tu = @xxu+ u(1� a� u), (0,1)⇥ R,
u(x, 0) = �(�1,0]✓0, R,

的上解, 其中 ✓0 > 0 是由 (H1) 给定的. 由 [42, 67] 的经典结果可知, 对于某

T2 > 0,对所有 ⌘ > 0,有

inf
t�T2

inf
x<(2

p
1�a�⌘)t

u(t, x) � 1� a

2
> 0. (2.20)

因为 {(T2, x) : (2
p
1� a� ⌘)T2  x  c02T2}是一个紧集, (2.20)表明

inf
xc02T2

u(T2, x) > 0. (2.21)

通过 (2.19)和 (2.21),我们推出 � := min{ inf
t�T2

u(t, c02t),
1�a
2 , inf

xc02T2

u(T2, x)}是正

的, 因此在域 ⌦0 := {(t, x) : t � T2, x  c02t} 内 u 是 KPP 方程 @tu = @xxu +

u(1 � a � u)在抛物边界上满足 u(t, x) � � 的上解.因此,我们推出在 ⌦0 上有

u(t, x) � �且 (2.18)成立.

步骤 7.证明 (2.11b)和 (2.11c).

固定小的 ⌘ > 0. 因为 (2.17)成立, 和 lim
t!1

sup
x>(c2+⌘)t

u = 0 (通过 c2 的定义),

应用引理 2.1(b)我们推出 (2.11b).
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接下来,由 (2.17), (2.18)和 c3  �c̃LLW 的事实,利用引理 2.1(a)和 (c)我们

推出 (2.11c).

还需证明 c3 � �c̃LLW.

步骤 8. 证明对每一个 ⌘ > 0,有

lim
t!1

sup
x<(�2

p
dr�⌘)t

|u(t, x)� 1| = 0. (2.22)

从 (2.16)和 (2.20)注意到对每一个 ⌘ > 0,

lim
t!1

sup
x<(�2

p
dr�⌘)t

|v(t, x)| = 0, lim inf
t!1

inf
x<(�2

p
dr�⌘)t

u(t, x) � 1� a

2
.

因此通过运用引理 2.1(d)我们可得 (2.22).

步骤 9. 证明对每一个 � > 0,存在K > 0使得

v(t, x)  min
�
1, exp(�(x+K) + (d�2 + r)t)

 
. (2.23)

为此, 选取 K > 0 使得 v0(x)  �[�K,1), 那么 (2.23) 的右端是 KPP 方程

@tv = d@xxv + rv(1� v)的弱上解.

步骤 10.最后证明 c3 � �c̃LLW和 (2.11d).

我们首先应用引理 2.2证明 c3 � �c̃LLW.让 ũ(t, x) = u(t,�x)和 ṽ(t, x) =

v(t,�x) 且 ĉ > 2
p
dr 是一个后面再确定的常数. 由步骤 7 证明的 (2.11c) 和

(2.22),有

lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, ĉt) = (1, 0).

这验证了引理 2.2(b)中的条件 (i)和 (ii).然后,通过 (2.23),对于任意的 � > 0,有

ṽ(t, ĉt) = v(t,�ĉt)  exp{�µ�t+ �K} = exp{�(µ� + o(1))t},

其中 µ� = ĉ�� d�2 � r.为了应用引理 2.2(b),选择 �和 ĉ使得

µ� � �̃LLW(ĉ� c̃LLW) = �d�̃2LLW + �̃LLWĉ� r(1� b), (2.24)

其中等式成立是因为 (2.13)中 �̃LLW的定义. 注意到

µ� �
h
�d�̃2LLW + �̃LLWĉ� r(1� b)

i
= (�� �̃LLW)

h
ĉ� d(�+ �̃LLW)

i
� rb,
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可固定 � > �̃LLW 和选择足够大的 ĉ使得 (2.24)成立. 对 (ũ, ṽ)应用引理 2.2(b),

对任意的 c > c̃ĉ,µ = c̃LLW,我们推出

lim
t!1

sup
x>ct

ṽ(t, x) = lim
t!1

sup
x<�ct

v(t, x) = 0.

这表明 c3 � �c̃LLW.

更进一步,由 (2.17)的表达式,通过引理 2.1(d),我们推出 (2.11d). 至此完成

命题 2.1的证明.

注记 2.4 由命题 2.1证明的步骤 2和 3,观察对更一般的初值,即

lim inf
x!�1

u0(x) > 0, lim
x!1

u0(x) = 0, lim
|x|!1

v0(x) = 0,

(3) c3  �c̃LLW和 (4) c2 � cLLW 仍然成立.

2.3 通通通过过过几几几何何何光光光学学学方方方法法法估估估计计计 c2 和和和 c2

这节假设存在 c1 > c̃1 � 2使得对所有 (t, x) 2 (0,1)⇥ R有

�{c̃1t<x<c1t}  lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

v✏(t0, x0)  lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

v✏(t0, x0)  �{xc1t}. (2.25)

注记 2.5 在 dr > 1和 (H1)假设下, c̃1 = 2和 c1 = 2
p
dr,由命题 2.1可知

条件 (2.25)成立.

为了证明定理 2.1,仍需证明 c2 = c2和确定其值.鉴于引理 2.2,关键是选择

ĉ > 2和确定 µ̂ > 0使得

u(t, ĉt) = exp (�(µ̂+ o(1))t) . (2.26)

对于情形 a < 1 < b ,在 [47]里通过全局上下解的构造完成了这个定理的证明,

在这个意义上他们在 (t, x) 2 (0,1)⇥ R上被定义且满足微分不等式.

在这节,通过极限偏差估计我们推出 (2.26)的指数估计.通过此方法,不必

构造系统 (1.2)的全局上下解我们就可获得 u的指数估计.

为此,通过下列的变换我们引入一个小的参数 ✏:

u✏(t, x) = u

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, v✏(t, x) = v

✓
t

✏
,
x

✏

◆
.
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在新的尺度下,我们重写 (1.2)中的 u的方程
8
<

:
@tu✏ = ✏@xxu✏ + u✏

✏ (1� u✏ � av✏), (0,1)⇥ R,

u✏(0, x) = u0(
x
✏ ), R.

(2.27)

为了得到当 ✏! 0时 u✏的渐近行为,想法是考虑WKB变换 w✏, 其中 w✏是

由

w✏(t, x) = �✏ log u✏(t, x), (2.28)

给定的和满足方程:8
<

:
@tw✏ � ✏@xxw✏ + |@xw✏|2 + 1� u✏ � av✏ = 0, (0,1)⇥ R,

w✏(0, x) = �✏ log u✏(0, x), R.
(2.29)

引理 2.3 假设 w✏ 是 (2.29) 的解. 那么对每一在 [(0,1) ⇥ R] [ [{0} ⇥
(�1, 0)]里的紧子集 Q,存在不依赖于 ✏的常数 C(Q)使得

0  w✏(t, x)  C(Q), (t, x) 2 Q, ✏ 2 (0, 1/C(Q)].

证明. 因为 u✏  1, 通过定义有 w✏ � 0.仍需证明上界估计.按照 [38, 引理 2.1]

的思想去构造合适的上解且应用比较原理得到预期的结果.首先,固定 � 2 (0, 1)

使得

Q ⇢ ([0, 1/�]⇥ (�1,��]) [ ([�, 1/�]⇥ [��, 1/�]).

我们将会分别在 [0, 1/�]⇥ (�1,��]和 [�, 1/�]⇥ [��, 1/�]估计 w✏.

定义 Q0 := (0,1)⇥ (�1, 0)和对于 ✏ 2 (0, 1/2],

z✏1(t, x) :=
2✏

|x| + 2t� ✏ log ✓0, (t, x) 2 Q0,

其中 ✓0是在 (H1)中指定的. 对于 ✏ 2 (0, 1/2], 证明

w✏(t, x)  z✏1(t, x), (t, x) 2 Q0. (2.30)

为此,首先观察到在 Q0 = (0,1)⇥ (�1, 0)上 z✏1是 (2.29)的 (经典的)上解. 事

实上,对于 ✏ 2 (0, 1/2],在 @Q0上 w✏  z✏,和

@tz
✏
1 � ✏@xxz✏1 + |@xz✏1|2 + 1� u✏ � av✏

= 2 +
4✏2

|x|3

✓
1

|x| � 1

◆
+ 1� u✏ � av✏

� 1 +
4✏2

|x|3

✓
1

|x| � 1

◆
� 0.
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通过极大值原理可知 (2.30)成立.这证明了对于 ✏ 2 (0, 1/2],

w✏(t, x)  C�, (t, x) 2 [0, 1/�]⇥ (�1,��], (2.31)

通过取 C� = sup
0<✏1/2

sup
[0,1/�]⇥(�1,��]

z✏1(t, x).

仍需证明对 ✏ 2 (0, 2�],在 [�, 1/�] ⇥ [��, 1/�]上 w✏ 的一致有界性.为此,定

义

z✏2(t, x) =
|x+ 2�|2

4t
+ t+

✏

2
log t+ C�,

其中 C� > 0是由 (2.31)给定的.那么 z✏2 在 (0,1) ⇥ (��,1)上是 (2.29)的 (经

典的)上解.

此外,对每一 ⌧ > 0,对所有的 x 2 R, w✏(⌧, x)是有界的.因为
8
<

:
w✏(⌧, x) <1 = z✏2(0, x), x � ��,

w✏(t+ ⌧,��)  C�  z✏2(t,��), t 2 [0, 1/� � ⌧ ],

通过比较我们得到

w✏(t+ ⌧, x)  z✏2(t, x), (t, x) 2 [0, 1/� � ⌧ ]⇥ [��,1).

⌧ ! 0时,我们证明了

sup
[�,1/�]⇥[��,1/�]

w✏(t, x)  sup
[�,1/�]⇥[��,1/�]

z✏2(t, x) <1.

这完成了 w✏的局部有界的证明.

我们已经建立了 Cloc的界,参考 Barles和 Perthame [10],通过使用半放松极

限方法,我们将对 w✏取 (上和下)极限.以下列的定义开始:

w⇤(t, x) = lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏(t0, x0), w⇤(t, x) = lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏(t0, x0). (2.32)

注记 2.6 通过 (2.30), 对任意的 � 2 (0, 1)和小的 ✏它有,

sup
[0,1/�]⇥(�1,��]

w✏(t, x)  sup
[0,1/�]⇥(�1,��]


2✏

|x| + 2t� ✏ log ✓0
�
.

首先令 ✏! 0再令 � ! 0,我们推出对所有的 x  0有 w⇤(0, x) = w⇤(0, x) = 0.
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引理 2.4 假设对某 c1 > c̃1 � 2使得 (2.25)成立. 那么

(i) w⇤是上半连续的且是

8
>><

>>:

min{@tw +H1(t, x, @xw), w} = 0, (0,1)⇥ R,

w(0, x) =

(
0, (�1, 0],

1, (0,1),

(2.33)

的粘性下解;

(ii) w⇤是下半连续的且是

8
>><

>>:

min{@tw +H2(t, x, @xw), w} = 0, (0,1)⇥ R,

w(0, x) =

(
0, (�1, 0],

1, (0,1),

(2.34)

的粘性上解,其中

H1(t, x, p) = |p|2 + 1� a�{xc1t}, H2(t, x, p) = |p|2 + 1� a�{c̃1t<x<c1t}. (2.35)

证明. 通过构造, w⇤, w⇤分别是上半连续和下半连续的. 由 (2.25)和 (2.29), 可用

类似 [38, 引理 2.2]的论证去证明 w⇤, w⇤ 分别在 (0,1) ⇥ R是 Hamilton-Jacobi

方程的粘性上下解. 仍需验证初值. 通过注记 2.6, 对于 x  0 有 w⇤(0, x) =

w⇤(0, x) = 0,仍需验证对于 x > 0有 w⇤(0, x) = 1.为此,对每一个 � > 0,利用

(2.14)我们推出

w✏(t
0, x0) � �x0 � (�2 + 1)t0 + ✏A, (t0, x0) 2 (0,1)⇥ R.

当 ✏ ! 0 和 (t0, x0) ! (0, x) 时取下极限, 对 x > 0 有 (仍然对每一个� > 0)

w⇤(0, x) � �x. 再让 �!1,我们推出对所有的 x > 0有 w⇤(0, x) =1.

为了研究 w✏ 的极限 w⇤ 和 w✏,如下引入辅助函数 wi (i = 1, 2). 对 (t, x) 2
(0,1)⇥ R ,设 X = H1

loc([0,1))和

Xt,x = {� 2 X : �(0) = x, �(t)  0} .
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对所有的 �, �̂ 2 X和所有的 s � 0,映射 # : X! [0,1] 是一个停时如果:
(
如果 �(⌧) = �̂(⌧)对 ⌧ 2 [0, s]和 #[�(·)]  s,

那么 #[�(·)] = #[�̂(·)].
(2.36)

让 S 是 R里的开集且 � 2 Xt,x. 停时的例子是从 S 第一次离开的时刻 ⌧ , ⌧ 由

⌧ = inf {s 2 [0,1) : �(s) /2 S}给定.

⇥表示所有停时的集合. 那么对于 i = 1, 2, (t, x) 2 (0,1)⇥ R, 定义

wi(t, x) = sup
#2⇥

"
inf

�(·)2Xt,x

Z t^#[�(·)]

0

Li(t� s, �(s), �̇(s)) ds

#
(2.37)

和

Ji(t, x) = inf
�(·)2Xt,x

Z t

0

Li(t� s, �(s), �̇(s)) ds, (2.38)

其中对于 i = 1, 2, Li(t, x, q) 是 Hi(t, x, p) 的 Legendre 变换, 即 Li(t, x, q) =

max
p2R

[q · p�Hi(t, x, q)]. 分别地,

L1(t, x, q) =
|q|2

4
� 1 + a�{xc1t}, L2(t, x, q) =

|q|2

4
� 1 + a�{c̃1t<x<c1t}. (2.39)

下面是 J1的表达式,它的证明延至 2.7节.

命题 2.2 假设 c1 > c̃1 � 2. 那么

(a) J1 能如下表示.

J1(t, x) =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

t
4(

x2

t2 � 4), x
t � c1

�
c1
2 �
p
a
�
[x� c̄nlpt], c1 � 2

p
a  x

t < c1,

t
4(

x2

t2 � 4(1� a)), 0  x
t < c1 � 2

p
a,

�t(1� a), x
t < 0,

(2.40)

其中c̄nlp = c1
2 �
p
a+ 1�a

c1
2 �

p
a
;

(b) J1 满足 Freidlin的条件 [43]:

8
>>><

>>>:

J1(t, x) = inf
�(·)2Xt,x

(Z t

0

L1(t� s, �(s), �̇(s)) ds

�����(t� s, �(s)) 2 P 对于 0  s < t

)

对每一个 (t, x) 2 @P, 其中 P := {(t, x) : J1(t, x) > 0};
(2.41)
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(c) 存在 �⇤在 {(t, x) : x � (c1 � �⇤)t}里使得 J1(t, x) = J2(t, x).

引理 2.5 假设对某些 c1 > c̃1 � 2使 (2.25)成立. 那么

w⇤(t, x) � w2(t, x) � J2(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R,

其中 w⇤, w2和 J2分别由 (2.32), (2.37)和 (2.38)给定.

证明. 首先, 由应用 [38, 引理 3.1]的论证, 证明

w⇤(t, x) � w2(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R. (2.42)

让 ⌘ > 0和固定一个函数 ⇣ 2 C1(R)满足
8
<

:
在 (�1, 0] 上 ⇣ ⌘ 0, 在 (0,1)上 ⇣ > 0,

0  ⇣  1.
(2.43)

现在考虑辅助函数:
8
<

:
min{@tw +H2(t, x, @xw), w} = 0, (0,1)⇥ R,

w(0, x) = ⌘⇣, R.
(2.44)

因为 (2.44)的初值是有界的, 从 [38, 定理 D.1]可知 (2.44)有唯一的, Lipschitz

连续解 w2,⌘, 其中 w2,⌘ 由

w2,⌘(t, x) =

sup
#2⇥

inf
�(·)2X

(Z t^#[�(·)]

0

L2(t� s, �(s), �̇(s)) ds+ �{#[�(·)]�t}⌘⇣(�(t))

������(0) = x

)
,

(2.45)

给定.

因为 (i) w2,⌘(0, x)是一致有界的, (ii)对所有 x 2 R, w⇤(0, x) � w2,⌘(0, x)且

(iii) w⇤是 (2.34)的粘性上解, 通过比较原理对每一个 ⌘ > 0有

w⇤(t, x) � w2,⌘(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R.

(即使对所有的 x > 0有 w⇤(0, x) = 1, 观察到 w⇤ � w2,⌘ 不会有内部的负的极

小值. 这里对所有 x有 w2,⌘(0, x) < 1的事实是关键的, 详情可参见 [38, 定理

B.1]). 接下来, 当 ⌘ !1时,我们推出 w2,⌘ ! w2,因此 (2.42)成立.
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事实上, 由 (2.37) 和 (2.45), 容易知道 w2,⌘ 关于 ⌘ 是非增的, 且对于所有

的 ⌘ > 0有 w2,⌘  w2,因此当点态 ⌘ ! 1对某些满足 0  w2,1  w2 的函数

w2,1 有 w2,⌘ ! w2,1. 仍需证明 w2,1 = w2. 如果不是的话, 那么存在某一点

(t, x) 2 (0,1)⇥ R, � > 0和 ⌘0 > 0使得对所有的 ⌘ � ⌘0有

w2,⌘(t, x) + 3� < w2(t, x). (2.46)

根据 (2.37)定义, 选择某 #1 2 ⇥使得

w2(t, x)  inf
�(·)2Xt,x

Z t^#1[�(·)]

0

L2(t� s, �(s), �̇(s)) ds+ �. (2.47)

由 (2.45), 对任意的 ⌘ � ⌘0 更进一步选取 �⌘ 2 X 满足 �⌘(0) = x使得

w2,⌘(t, x) �
Z t^#1[�⌘(·)]

0

L2(t� s, �⌘(s), �̇⌘(s)) ds+ �{#1[�⌘(·)]�t}⌘⇣(�⌘(t))� �.

(2.48)

那么可以用下面两步得到矛盾. 首先, 称对所有的 ⌘ 2 [⌘0,1)有 #1[�⌘] � t. 假

如不是, 那么存在某一 ⌘ 2 [⌘0,1)使得 #1[�⌘] < t. 那么可以找到某一 �̃⌘ 2 X
使得

�̃⌘ = �⌘ 在 [0,#1[�⌘]], 和 �̃⌘(t) = 0,

因此 �̃⌘ 2 Xt,x. 因为 #1[�⌘] < t, 通过停时定义, 我们推出 #1[�̃⌘] = #1[�⌘] < t.

应用 (2.47)和 (2.48), 得到矛盾:

w2,⌘(t, x) + 2� �
Z #1[�̃⌘(·)]

0

L2(t� s, �̃(s), ˙̃�(s)) ds+ �

� inf
�(·)2Xt,x

Z t^#1[�(·)]

0

L2(t� s, �(s), �̇(s)) ds+ � � w2(t, x).

因此, 对所有 ⌘ 2 [⌘0,1)有 #1[�⌘] � t, 且 (2.48)变成

w2,⌘(t, x) �
Z t

0

L2(t� s, �⌘(s), �̇⌘(s)) ds+ ⌘⇣(�⌘(t))� �, (2.49)

其表明在 H1([0, t])中 {�⌘}的有界性. 事实上, 由 (2.46)和 (2.49),

Z t

0

|�̇⌘|2

4
ds� 2t 

Z t

0

L2(t� s, �⌘, �̇⌘) ds  w2,⌘(t, x) + �  w2(t, x)� 2�
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是与 ⌘ � ⌘0无关. 由
Z t

0

|�⌘|2ds  2

Z t

0

|�⌘(s)� �⌘(0)|2ds+ 2

Z t

0

|�⌘(0)|2ds

 2

Z t

0


s

Z s

0

|�̇⌘(ŝ)|2dŝ
�
ds+ 2x2t

 2Ct2 + 2x2t,

那么得到
R t

0 |�⌘|
2 ds 的有界性, 其中用到了与 ⌘ 无关的 C 使得 �⌘(0) = x 和

R t

0 |�̇⌘|
2ds  C. 因此, 在 H1([0, t]) 上 {�⌘}是一致有界的, 因此可以取子序列

⌘n ! 1 使得对满足 �1(0) = x 的 �1 2 X 在 H1([0, t]) 上有 �⌘n * �1. 由

(2.49), 因此我们推出 ⇣(�1(t)) = 0, 通过 (2.43)所以有 �1 2 Xt,x.应用 (2.47)和

(2.49), 有 (使用 t ^ #1[�⌘] = t)

lim inf
n!1

w2,⌘n(t, x) + 2� � inf
�(·)2Xt,x

Z t

0

L2(t� s, �(s), �̇(s)) ds+ � � w2(t, x),

其与 (2.46)矛盾. 因此, w2,1 = w2和 (2.42)已经证明.

最后, 由 (2.37)和 (2.38)的定义, 通过对 (2.37)取停时 # ⌘ 1得到 w2 �
J2.

引理 2.6 假设对某些 c1 > c̃1 � 2使得 (2.25)成立. 那么

w⇤(t, x)  w1(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R, (2.50)

其中 w⇤ 和 w1 分别由 (2.32)和 (2.37)给定. 此外, w1(t, x) = max{J1(t, x), 0},
其中 J1是定义在 (2.38), 所以

(a) 如果 c1
2 2 (1,

p
a+
p
1� a], 那么 c1 > c̄nlp和

w1(t, x) =

8
<

:

�
c1
2 �
p
a
�
(x� c̄nlpt), c̄nlp < x

t  c1,

0, x
t  c̄nlp;

(b) 如果 c1
2 2 (

p
a+
p
1� a,1), 那么

w1(t, x) =

8
>>><

>>>:

�
c1
2 �
p
a
�
(x� c̄nlpt), c1 � 2

p
a < x

t  c1,

t
4(

x2

t2 � 4(1� a)), 2
p
1� a < x

t  c1 � 2
p
a,

0, x
t  2

p
1� a,

其中 c̄nlp = c1
2 �
p
a+ 1�a

c1
2 �

p
a
.
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证明. 首先, 类似于 [38, 引理 3.1]的思路证明

w⇤(t, x)  w1(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R. (2.51)

对每一个 � � 0, 定义 G� = (�1,��)且记

⇤⇢ ⌘ sup
x2G�

w⇤(⇢, x), ⇢ > 0.

由注记 2.6, 对每一个 ⇢ > 0有 ⇤⇢ <1和对 x 2 G0有 w⇤(0, x) = 0. 因为 w⇤是

上半连续的,对每一个 � � 0,有

lim
⇢!0

⇤⇢ = 0. (2.52)

选择某一小的 ⇢ > 0和由

w�,⇢
1 (t, x) = sup

#2⇥
inf

�(·)2X

(Z (t�⇢)^#[�(·)]

0

L1(t� s� ⇢, �(s), �̇(s)) ds

+⇤⇢�{#[�(·)]�(t�⇢)}

������(0) = x and �(t� ⇢) 2 G�

)
,

(2.53)

定义函数 w�,⇢
1 : (⇢,1)⇥ R. 那么,由 [38, 定理 D.1], w�,⇢

1 是

min{@tw +H1(t, x, @xw), w} = 0, (⇢,1)⇥ R, (2.54)

的粘性解且有

w�,⇢
1 (⇢, x) = g�,⇢(x) :=

(
⇤⇢, x 2 G�,

1, x 2 R \G�.

注意对所有的 x 2 R有 w⇤(⇢, x)  w�,⇢
1 (⇢, x)且 w⇤(⇢, x) < 1, 和 w�,⇢

1 , w⇤

分别是

min{@tw +H1(t, x, @xw), w} = 0, (⇢,1)⇥ R,

的粘性上解和下解. 再次应用 [38, 定理 B.1]的比较原理我们可得

w⇤(t, x)  w�,⇢
1 (t, x), (t, x) 2 (⇢,1)⇥ R.
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在 (2.53)让 ⇢! 0发现 w⇤  w�
1 , 其中

w�
1 (t, x)

= sup
#2⇥

inf
�(·)2X

(Z t^#[�(·)]

0

L1(t� s, �(s), �̇(s)) ds

����� �(0) = x, �(t) 2 G�

)
.

让 � ! 0可得

w�
1 (t, x)! w1(t, x), (t, x) 2 (0,1)⇥ R,

因此我们得到了 (2.51).

仍需证明 w1 = max{J1, 0}. 从 (2.37)可知 w1 是 (2.33)上的局部 Lipschitz

连续的粘性解 (参见 [37, 定理 5.2] 和 [38, 定理 D.2]). 而且, 因为 J1 验证了

Freidlin的条件 (2.41) (参见命题 2.2(b)), 从 [43, 定理 1]或者 [38, 定理 5.1]我们

得到 w1(t, x) = max{J1(t, x), 0}. 故我们完成了 (2.50)的证明.

最后, 验证 c1 > c̄nlp, 其意味着引理的叙述的范围是定义明确的且位于

P = {(t, x) : J1(t, x) > 0}内. 事实上, 它遵从直接的计算: 当 c1 > 2,

c1 � c̄nlp =
c1
2
+
p
a� 1� a

c1
2 �
p
a
=

c21 � 4

2c1 � 4
p
a
> 0.

因此, w1的表达式是由 (2.40)中的 J1得出的.

引理 2.7 假设对某些 c1 > c̃1 � 2使得 (2.25)成立. 那么存在某 �⇤ > 0使

得

w⇤(t, x) = w⇤(t, x) = w1(t, x) = w2(t, x), {(t, x) : x � (c1 � �⇤)t},

其中 w1和 w2在 (2.37)定义里.

证明. 在 (2.32)里 w⇤ 和 w⇤ 的定义里, 明显可得 w⇤ � w⇤. 仍需证明在 {(t, x) :
x � (c1 � �⇤)t}里 w⇤  w⇤. 通过引理 2.5和 2.6, 有

J2(t, x)  w2(t, x)  w⇤(t, x)  w⇤(t, x)  w1(t, x) = max{J1(t, x), 0}.

由命题 2.2(c), 存在 �⇤ > 0使得在 {(t, x) : x � (c1 � �⇤)t}里有 J1 = J2 > 0. 这

得到了想要的结论.
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推论 2.2 设 ĉ = c1 � �, 其中 � 2 (0, �⇤],那么

u(t, ĉt) = exp(�(µ̂+ o(1))t), t� 1,

其中

µ̂ =
⇣c1
2
�
p
a
⌘
(ĉ� cnlp), cnlp =

c1
2
�
p
a+

1� a
c1
2 �
p
a
.

证明. 鉴于 � 2 (0, �⇤], 由引理 2.7可知对于 0 < ✏⌧ 1,

�✏ log u
✓
1

✏
,
ĉ

✏

◆
= µ̂+ o(1) () u

✓
1

✏
,
ĉ

✏

◆
= exp

✓
� µ̂+ o(1)

✏

◆

其中

µ̂ = w1(1, ĉ) =
⇣c1
2
�
p
a
⌘
(ĉ� c̄nlp),

由引理 2.6. 这个证明完成了.

2.4 估估估计计计 c2 和和和 c2

在这节中, 我们将会利用当 c1 = 2
p
dr和 c̃1 = 2在 2.3节得到的结果去确定

传播速度 c2和 c2.

命题 2.3 假设 (H1)和 dr > 1. 那么

c2 � cnlp,

其中 cnlp是定理 2.1中 (2.3)给定的.

证明. 由引理 2.6,有

Int {(t, x) : w1(t, x) = 0} = {(t, x) : x < cnlpt}. (2.55)

证明对 Int {(t, x) : w1(t, x) = 0}的每一个紧子集K 使得在K 上一致地有

lim inf
✏!0

u✏(t, x) � 1� a. (2.56)

诚然, 此外对每一个 c < cnlp, 选择K = {(1, x) : c� 1  x  c}, 所以

K ⇢ {(t, x) : x < cnlpt} = Int {(t, x) : w1(t, x) = 0}.
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那么

lim inf
t!1

inf
ct�1<x<ct

u(t, x) = lim inf
✏!0

inf
K

u✏ � 1� a > 0,

即对所有的 c < cnlp有 c2 � c,所以 c2 � cnlp.

证明 (2.56),类似 [38,第 4节]的论证. 让K和K 0紧子集以便K ⇢ IntK 0 ⇢
K 0 ⇢ Int {(t, x) : w1(t, x) = 0}.由引理 2.6中的 (2.50)和引理 2.6中的 (2.50)和

0  w⇤  w⇤  w1,在 {(t, x) : w1(t, x) = 0}里有 w⇤(t, x) = w⇤(t, x) = 0. 因此,

在K 0上一致地有 w✏(t, x)! 0. 固定 (t0, x0) 2 K 和考虑试验函数

⇢(t, x) = |x� x0|2 + (t� t0)
2.

那么对所有小的 ✏, 函数 w✏ � ⇢有一个局部最大值点 (t✏, x✏)使得当 ✏ ! 0有

(t✏, x✏)! (t0, x0). 此外, @t⇢(t✏, x✏), @x⇢(t✏, x✏)! 0, 所以在 (t✏, x✏)点上,

o(1) = @t⇢� ✏@xx⇢+ |@x⇢|2  @tw
✏ � ✏@xxw✏ + |@xw✏|2  u✏ � 1 + a,

其中第二个不等式是由于 v✏  1. 这满足

u✏(t✏, x✏) � 1� a+ o(1).

根据 w✏(t✏, x✏) � (w✏ � ⇢)(t✏, x✏) � (w✏ � ⇢)(t0, x0) = w✏(t0, x0), 有

�✏ log u✏(t✏, x✏) = w✏(t✏, x✏) � w✏(t0, x0) = �✏ log u✏(t0, x0),

以便 u✏(t0, x0) � u✏(t✏, x✏) � 1 � a + o(1). 因此对 (t0, x0) 2 K 而言这个论证是

一致的, 我们推出 (2.56). 这完成了证明.

命题 2.4 在 (H1)和 dr > 1假设下, 有

c2  max{cLLW, cnlp},

其中 cLLW由定理 1.1给定和 cnlp由 (2.3)定义.

证明. 标记 ĉ = c1 � �⇤, 其中 c1 = 2
p
dr和 �⇤ 由引理 2.7给定. 由推论 2.2可知

u(t, ĉt) = exp(�(µ̂+ o(1))t), t� 1.

这里

µ̂ =
⇣c1
2
�
p
a
⌘
(ĉ� c̄nlp) = ĉ

⇣c1
2
�
p
a
⌘
�
⇣c1
2
�
p
a
⌘2

� (1� a), (2.57)
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这里利用

c̄nlp =
c1
2
�
p
a+

1� a
c1
2 �
p
a
. (2.58)

为了稍后的目的标记 (2.57)和 (2.58)是关于 c1
2 �
p
a的二次方程, 所以

c1
2
�
p
a =

ĉ�
p
ĉ2 � 4(µ̂+ 1� a)

2
=

c̄nlp �
q

c̄2nlp � 4(1� a)

2
. (2.59)

而且,由命题 2.1,我们得到

lim
t!1

(u, v)(t, ĉt) = (0, 1), lim
t!1

(u, v)(t, 0) = (k1, k2).

那么应用引理 2.2(a)我们推出

c2  cĉ,µ̂ =

8
><

>:

cLLW, µ̂ � �LLW(ĉ� cLLW),

ĉ� 2µ̂

ĉ�
p

ĉ2�4(µ̂+1�a)
, µ̂ < �LLW(ĉ� cLLW).

(2.60)

为了完成证明, 我们只需要验证 cĉ,µ̂ = max{cLLW, cnlp}, 其中

cnlp =

8
<

:
c̄nlp, c1  2(

p
a+
p
1� a),

2
p
1� a, c1 > (

p
a+
p
1� a).

(i) 对情况 c1
2 �
p
a < �LLW,有 c1

2 �
p
a < �LLW 

p
1� a,所以

cnlp = c̄nlp =
c1
2
�
p
a+

1� a
c1
2 �
p
a
> �LLW +

1� a

�LLW
= cLLW.

(注 h(s) = s+ 1�a
s 在 (0,

p
1� a]是严格递减的.)因此,

µ̂ = ( c12 �
p
a)(ĉ� c̄nlp) < �LLW(ĉ� cLLW).

由 (2.60),所以 cĉ,µ̂ = ĉ� 2µ̂

ĉ�
p

ĉ2�4(µ̂+1�a)
.使用 (2.57)和 (2.59),有

cĉ,µ̂ = ĉ� 1
c1
2 �
p
a

⇣c1
2
�
p
a
⌘
(ĉ� c̄nlp) = c̄nlp = max{cnlp, cLLW};

(ii) 对于情况 c1
2 �
p
a � �LLW,有 cnlp  cLLW.通过 (2.57)和 cLLW = �LLW +

1�a
�LLW

,我们得到

µ̂ =
⇣c1
2
�
p
a
⌘
ĉ�

⇣c1
2
�
p
a
⌘2

�(1�a) � �LLWĉ��2LLW�(1�a) = �LLW(ĉ�cLLW),

其中不等式成立由于 �ĉ� �2 � (1� a)是一个关于 �在 (0, ĉ
2)上单调上升

的函数.因此由 (2.60),可得 cĉ,µ̂ = cLLW = max{cnlp, cLLW}.
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这完成了命题 2.4的证明.

定理 2.1的证明. cnlp是定理 2.1中 (2.3)给定的.由命题 2.1,仍需证明 c2 � cnlp

和 c2  max{cLLW, cnlp}.这些分别在命题 2.3和 2.4已证.

2.5 dr = 1情情情形形形

这里, 我们通过应用定理 2.1去证明定理 2.2.

定理 2.2的证明. (u, v)是 (1.2)的解其初值 (u0, v0)满足 (H1).对任意小的 � 2
(0, 1), (u�, v�)和 (u�, v�)分别是

8
<

:
@tu� @xxu = u(1� u� av), (0,1)⇥ R,

@tv � d@xxv = rv(1 + � � bu� v), (0,1)⇥ R,
(2.61)

和 8
<

:
@tu� @xxu = u(1� u� av), (0,1)⇥ R,

@tv � d@xxv = rv(1� � � bu� v), (0,1)⇥ R,
(2.62)

的解其有相同的初值 (u0, v0). 通过比较, 我们推出

(u�, v�)(t, x) � (u, v)(t, x) � (u�, v�)(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥ R. (2.63)

注意到 (u�, v�)是 (2.61)解当且仅当

(U �, V
�
) =

✓
u,

v�

1 + �

◆
(2.64)

是 8
<

:
@tU � @xxU = U(1� U � a�V ), (0,1)⇥ R,

@tV � d@xxV = r�V (1� b�U � V ), (0,1)⇥ R,
(2.65)

的解, 其中 a� = (1 + �)a, r� = (1 + �)r 和 b� = b
1+� . 选择足够小的 � 观察到

dr� > 1和 0 < a�, b� < 1.应用定理 2.1 到 (2.64)和 (2.65), 对每个小的 ⌘ > 0, 我
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们得到

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c�1+⌘)t

(|u�(t, x)|+ |v�(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c�2+⌘)t<x<(c�1�⌘)t

(|u�(t, x)|+ |v�(t, x)� (1 + �)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c�3+⌘)t<x<(c�2�⌘)t

(|u�(t, x)� k�
1|+ |v�(t, x)� (1 + �)k

�
2|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(c�3�⌘)t

(|u�(t, x)� 1|+ |v�(t, x)|) = 0,

(2.66)

其中

c�1 = 2
p
dr�, c�2 = max{c�LLW, c�nlp}, c�3 = �c̃

�
LLW,

当 � ! 0 ,

(k�
1, k

�
2) =

✓
1� a�

1� a�b�
,
1� b�

1� a�b�

◆
! (k1, k2),

和传播速度 c�LLW (c̃
�
LLW)是定理 1.1中的 (2.65) (注记 1.1),和

c�nlp =

( p
dr� �

p
a� + 1�a�p

dr��
p
a�
,
p
dr� 

p
a� +

p
1� a�,

2
p

1� a�,
p
dr� >

p
a� +

p
1� a�.

和 (2.63)一起, 特别地 (2.66)表明

c1  c�1, c2 � c�2, c3 � c�3.

由 c�LLW和 c̃
�
LLW关于 �的连续性, (参见 [96, 章节 3的定理 4.2]), 让 � ! 0满足

c1  2, c2 � 2, c3 � �c̃LLW. (2.67)

相似地, 通过观察(u�, v�)是 (2.62)的解当且仅当

(U
�
, V �) =

✓
u�,

v�

1� �

◆

是 8
<

:
@tU � @xxU = U(1� U � a�V ), (0,1)⇥ R,

@tV � d@xxV = r�V (1� b
�
U � V ), (0,1)⇥ R,

(2.68)
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的解, 其中 a� = (1 � �)a, r� = (1 � �)r和 b
�
= b

1�� . 这次, 通过选取足够小的 �

有 dr� < 1和 0 < a�, b
�
< 1. 应用推论 2.1到 (2.68). 注意到 (2.63)和让 � ! 0,

我们推出

c1 � 2, c2  2, c3  �c̃LLW. (2.69)

由 ci和 ci的定义, 对于 i = 1, 2, 3我们可得 ci  ci. 与 (2.67)和 (2.69)一起证明

定理 2.2.

2.6 引引引理理理 2.2的的的证证证明明明

在这节中, 我们证明引理 2.2, 在证明命题 2.1和定理 2.4都用到了它.

引理 2.2的证明. 仅证明 (a), 因为用类似的论证可证明 (b).

步骤 1. 首先证明

lim sup
t!1

sup
0xĉt

ũ(t, x)  k1, lim inf
t!1

inf
0xĉt

ṽ(t, x) � k2. (2.70)

由引理 2.1(a), 它足够证明 lim inf
t!1

inf
0xĉt

ṽ(t, x) > 0. 因为

lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, ĉt) = (0, 1),

固定 T > 0使得

inf
t�T

{ṽ(t, 0), ṽ(t, ĉt)} > 0.

定义 �0 := min

⇢
1�b
2 , inf

0<x<ĉT
ṽ(T, x), inf

t�T
{ṽ(t, 0), ṽ(t, ĉt)}

�
> 0.注意到 ṽ是KPP-

型方程 @tṽ = d@xxṽ + rṽ(1 � b � ṽ)在域 ⌦0 := {(t, x) : t � T, 0  x  ĉt}内的
上解且在抛物边界上有 ṽ(t, x) � �0 > 0.因为 ṽ � �0不可能达到负的内部的最小
值,我们推出在 ⌦0内 ṽ(t, x) � �0,这完成了步骤 1.

对一个小的将会在后面确定的 � > 0, 考虑

8
<

:
@tũ = @xxũ+ ũ(1 + 2� � ũ� aṽ), (0,1)⇥ R,

@tṽ = d@xxṽ + rṽ(1� 2� � bũ� ṽ), (0,1)⇥ R.
(2.71)
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用 c�LLW 表示 (2.71) 的同质的共存平衡解 (k�
1, k

�
2) 入侵 (ũ, ṽ) ⇡ (0, 1 � 2�) 域

内的传播速度. 由 [96, 章节 3 的定理 4.2] 参数的连续依赖性, 当 � ! 0 有

c�LLW ! cLLW, 其中 cLLW由定理 1.1给定. 现在定义

�ĉ,µ̂ =
1

2

⇣
ĉ�

p
ĉ2 � 4(µ̂+ 1� a)

⌘
, (2.72)

其中满足 ��2ĉ,µ̂ + �ĉ,µ̂ĉ� (1� a) = µ̂. 在引理 2.2的叙述中考虑到 cĉ,µ̂, µ̂和 cĉ,µ̂

能被重述为

µ̂ = �ĉ,µ̂(ĉ� cĉ,µ̂), cĉ,µ̂ =

8
<

:
cLLW, µ̂ � �LLW(ĉ� cLLW),

�ĉ,µ̂ +
1�a
�ĉ,µ̂

, µ̂ < �LLW(ĉ� cLLW).
(2.73)

步骤 2. 假设 µ̂ < �LLW(ĉ� cLLW), 所以通过 (2.73)有

cĉ,µ̂ = �ĉ,µ̂ +
1� a

�ĉ,µ̂
() �2ĉ,µ̂ � �ĉ,µ̂cĉ,µ̂ + (1� a) = 0. (2.74)

证明对任意 c > cĉ,µ̂有

lim
t!1

sup
x>ct

ũ(t, x) = 0. (2.75)

首先,证明 cĉ,µ̂ > cLLW.考虑辅助函数

f(z) =
z �

p
z2 � 4(1� a)

2
(ĉ� z).

通过直接计算, f(z)在 z 2 [2
p
1� a, ĉ]上递减.鉴于 (2.13)和 (2.74),有 f(cĉ,µ̂) =

µ̂和 f(cLLW) = �LLW(ĉ � cLLW).因为 µ̂ < �LLW(ĉ � cLLW)和 f 是递减的,推出

cĉ,µ̂ > cLLW.

让 ��ĉ,µ̂ = �ĉ,µ̂ � �和 c�ĉ,µ̂ = ��ĉ,µ̂ +
1�a+2�(1+a)

��
ĉ,µ̂

. 鉴于

(��ĉ,µ̂)
2 � ��ĉ,µ̂c�ĉ,µ̂ + (1� a) + 2�(1 + a) = 0, (2.76)

和 (2.73), 我们推出后面将会用到的下列不等式.

µ̂� ��ĉ,µ̂(ĉ� c�ĉ,µ̂) = �ĉ,µ̂(ĉ� cĉ,µ̂)� ��ĉ,µ̂(ĉ� c�ĉ,µ̂)

= ĉ� � �ĉ,µ̂cĉ,µ̂ + ��ĉ,µ̂c
�
ĉ,µ̂

> ĉ� � �2ĉ,µ̂ + (��ĉ,µ̂)
2

= �(
p

ĉ2 � 4(µ̂+ 1� a) + �) > 0,

(2.77)
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这里对不等式应用 (2.74)和 (2.76), 和对最后一个等式用到了 ��ĉ,µ̂ = �ĉ,µ̂ � �和
(2.72).

因为 cĉ,µ̂ > cLLW,由 c�ĉ,µ̂ 和 c�LLW 关于 � 的连续性 (参见, [96, 章节 3的定理

4.2]),选择小的 �以致于 c�ĉ,µ̂ > c�LLW.因为 c�LLW 是最小的行波解的速度,这确保

了对于 (2.71)波速为 c�ĉ,µ̂的行波解的存在性. ('�, �)(s)有 '�(0) = k1 + �且是

8
>>>><

>>>>:

�c�ĉ,µ̂'0 = '00 + '(1 + 2� � '� a ), s 2 R,

�c�ĉ,µ̂ 0 = d 00 + r (1� 2� � b'�  ), s 2 R,

(', )(�1) = (k�
1, k

�
2), (', )(1) = (0, 1� 2�),

(2.78)

的行波解.

为了得到 (2.75), 首先证明存在 T1和 x1使得

(ũ, ṽ)(t, x) � ('�, �)(x� c�ĉ,µ̂t� x1), t � T1, 0  x  ĉt. (2.79)

为了应用比较原理,需要验证下列条件:

(i) 对于 0  x  ĉT1, (ũ, ṽ)(T1, x) � ('�, �)(x� c�ĉ,µ̂T1 � x1);

(ii) 对于 t � T1, (ũ, ṽ)(t, 0) � ('�, �)(�c�ĉ,µ̂t� x1);

(iii) 对于 t � T1, (ũ, ṽ)(t, ĉt) � ('�, �)((ĉ� c�ĉ,µ̂)t� x1).

首先,确认条件 (iii).因为 lim
t!1

ṽ(t, ĉt) = 1,选择 T2 使得对所有的 t � T2,

x1 � 0有

ṽ(t, ĉt) � 1� � �  �(1) �  �((ĉ� c�ĉ,µ̂)t� x1).

同时,因为 c�ĉ,µ̂ > c�LLW,在无穷远处,即 s!1时, '� 的表达式 (参见 [55])为

'�(s) = A exp
�
�(��ĉ,µ̂ + o(1))s

 
.

由 (2.77),有 µ̂ > ��ĉ,µ̂(ĉ � c�ĉ,µ̂).注意到,由引理的假设,当 t ! 1时, ũ(t, ĉt) 
exp{�(µ̂+ o(1))t}. 选择 T1 > T2使得对 t � T1, x1 � 0有

ũ(t, ĉt) < '�((ĉ� c�ĉ,µ̂)t� x1),
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这验证了 (iii).接下来,选择 x1 � 1 (由步骤 1)使得 (i)和 (ii)成立.应用比较原

理我们推出 (2.79).

因此,对每一个 � > 0,我们得到对于 c > c�ĉ,µ̂,有

lim sup
t!1

sup
x>ct

ũ(t, x)  lim sup
t!1

sup
x>ct

'�(x� c�ĉ,µ̂t� x1) = 0.

因为对所有的 � > 0上面式子成立, 我们推出对每一个 c > lim�!0 c�ĉ,µ̂ = cĉ,µ̂,有

lim sup
t!1

sup
x>ct

ũ(t, x)  0.

因此 (2.75)成立.

步骤 3.假设 µ̂ � �LLW(ĉ� cLLW).那么,对每一个 0 < µ̂0 < �LLW(ĉ� cLLW),有

ũ(t, ĉt)  exp(�µ̂0t), t� 1.

因此, 重复步骤 2我们推出对每一个 c > cĉ,µ̂0 有

lim
t!1

sup
x>ct

ũ(t, x) = 0. (2.80)

让 µ̂0 ! �LLW(ĉ� cLLW), 通过直接计算有

�ĉ,µ̂0 =
1

2

⇣
ĉ�

p
ĉ2 � 4(µ̂0 + 1� a)

⌘
! �LLW,

以致于

cĉ,µ̂0 = �ĉ,µ̂0 +
1� a

�ĉ,µ̂0
! cLLW.

因此, 推出对每一个 c > cLLW有 (2.80)成立. 引理 2.2的证明完成.

2.7 命命命题题题 2.2的的的证证证明明明

这节致力于命题 2.2的证明.

给定 c1 > c̃1 � 2和由 (2.38)给定 Ji(t, x), 可等价表示为

Ji(t, x) = inf
�(·)2Yt,x

⇢Z t

0

Li(s, �(s), �̇(s)) ds

�
, (2.81)

其中 Li由 (2.39)给定, 且 Yt,x = {� 2 H1([0, t]) : �(0)  0, �(t) = x}.
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命题 2.2(a)的证明. 将证明分成几个步骤.

步骤 1. 称对于任意 (t, x) 2 (0,1)⇥ R, 存在某一 �̂ = �̂t,x 2 Yt,x使得

J1(t, x) =

Z t

0

L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds.

固定任意 (t, x) 2 (0,1) ⇥ R. 对某一 k � 1, 由 (2.81), 存在某一 �k 2 Yt,x

使得 Z t

0

L1(s, �k(s), �̇k(s)) ds  J1(t, x) + 1/k. (2.82)

{�k}1k=1 在 H1([0, t]) 上是一致有界的. 这是因为 (i) 由 L1 的定义可知 {�̇k} 在
L2 上是一致有界的, 且 (ii) �k(t) = x. 取一组子序列, 可进一步假设存在某一

�̂ 2 Yt,x使得在 H1([0, t])上有 �k * �̂. 对 (2.82)让 k !1, 因此我们得到

J1(t, x) � lim inf
k!1

Z t

0

L1(s, �k(s), �̇k(s)) ds �
Z t

0

L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds � J1(t, x),

其中由 (2.81)得到最后一个不等式.从而步骤 1完成了.

步骤 2. 由步骤 1给定 �̂ 2 Yt,x.证明如果 x � 0那么 �̂(0) = 0.

设 t1 = inf{s 2 [0, t] : �̂(s) � 0}. 定义另一条路径 �̃ 2 X:

对 s 2 [0, t1]有 �̃(s) = 0, 对 s 2 (t1, t]有 �̃(s) = �̂(s),

那么
Z t

0

L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds

=

Z t1

0

"
| ˙̂�(s)|2

4
� 1 + a�{�̂(s)<c1s}

#
ds+

Z t

t1

"
| ˙̂�(s)|2

4
� 1 + a�{�̂(s)<c1s}

#
ds

�
Z t1

0

[�1 + a] ds+

Z t

t1

"
| ˙̂�(s)|2

4
� 1 + a�{�̂(s)<c1s}

#
ds

=

Z t

0

L1(s, �̃(s), ˙̃�(s)) ds.

因为 �̂是最小的路径,等式必须成立,所以
R t1
0 | ˙̂�(s)|2 ds = 0,且有 �̂(0) = �̂(t1) =

0.

步骤 3. 对于 x
t � c1, 展示 J1(t, x) = J2(t, x) =

t
4

⇣
x2

t2 � 4
⌘
.
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仅证明 J1(t, x) =
t
4

⇣
x2

t2 � 4
⌘
,另一个由相同的论证可得.由 Hölder不等式,

J1(t, x) � 1
4t

⇣R t

0 |�̇(s)| ds
⌘2

�
R t

0 ds = x2

4t�t.因为对 s 2 [0, t]通过路径 �̂(s) = x
t ·s

极小值可得到, J1(t, x) =
t
4

⇣
x2

t2 � 4
⌘
.

步骤 4. 对于 0  x
t  c1, 让 �̂由步骤 1给定, 且定义

⌧ = sup {s 2 [0, t] : �̂(s) � c1s} . (2.83)

证明 �̂ = �1, 其中

�1(s) =

8
<

:
c1s, 0  s  ⌧,

c1⌧ +
s�⌧
t�⌧ (x� c1⌧), ⌧ < s  t.

因为 �̂(⌧) = c1⌧ , 有

Z ⌧

0

|c1|2

4
ds =

1

4⌧

Z ⌧

0

˙̂�(s) ds

�2

Z ⌧

0

| ˙̂�(s)|2

4
ds, (2.84)

和

Z t

⌧

1

4

����
x� c1⌧

t� ⌧

����
2

ds =
1

4(t� ⌧)

Z t

⌧

˙̂�(s) ds

�2

Z t

⌧

| ˙̂�(s)|2

4
ds. (2.85)

假设 �̂ 6⌘ �1, 那么 (2.84)和 (2.85)的其中一个不等式是严格的, 所以

Z t

0

L1(s, �1(s), �̇1(s)) ds

=

Z ⌧

0


|c1|2

4
� 1

�
ds+

Z t

⌧

"
1

4

����
x� c1⌧

t� ⌧

����
2

� 1 + a

#
ds

<

Z ⌧

0

"
| ˙̂�(s)|2

4
� 1

#
ds+

Z t

⌧

"
| ˙̂�(s)|2

4
� 1 + a

#
ds

=

Z t

0

L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds.

这与 �̂ 的定义矛盾, 所以 �̂ ⌘ �1.

步骤 5. 对于 x
t  c1, �̂ 由步骤 1给定. 证明对 s 2 [0, t]有 �̂(s)  c1s.
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我们分别考虑两种情况: (i) 0  x
t  c1和 (ii) x

t < 0. 对于 (i), 由步骤 4, 直

接推出对 s 2 [0, t]通过显式的确定了的极小化的路径有 �̂(s)  c1s. 对情形 (ii),

如果对 s 2 [0, t]有 �̂(s)  0, 那么已证; 否则, 存在某一 ⌧ 0 2 [0, t)使得 �̂(⌧ 0) = 0

且对于 s 2 (⌧ 0, t]有 �̂(s) < 0. 由动态规划原理, 重写 J1如下

J1(t, x) =

Z ⌧ 0

0

L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds+

Z t

⌧ 0
L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds

= inf
�(·)2Y⌧ 0,0

(Z ⌧ 0

0

L1(s, �(s), �̇(s)) ds

)
+

Z t

⌧ 0
L1(s, �̂(s), ˙̂�(s)) ds.

那么由步骤 4, 我们推出对于 s 2 [0, ⌧ 0]有 �̂(s)  c1s. 这个, 和 ⌧ 0 的定义一起,

表明对 s 2 [0, t]有 �̂(s)  c1s, 这完成了步骤 5的证明.

步骤 6. 对于 x < 0, 证明 J1(t, x) = �t(1� a).

由步骤 5可知极小化路径 �̂ 一直停留在 {(t, x) : x  c1t}. 因此 J1(t, x) �R t

0 (�1 + a) ds = �t(1 � a). 另一方面, 对于 s 2 [0, t]通过构造路径 �̂(s) ⌘ x极

小值能得到. 因此, J1(t, x) = �t(1� a).

步骤 7. 验证命题 2.2(a), 即(2.40).

由步骤 3和 6,仍需考虑 0  x
t < c1.在这种情况中,如果 c1� 2

p
a  x

t < c1,

由步骤 4,有 �̂ = �1且因此

J1(t, x)

= inf
0⌧<t

⇢
(x� c1⌧)2

4(t� ⌧) � (1� a)(t� ⌧) + ⌧

✓
c21
4
� 1

◆�

= inf
0<st

⇢
(x� c1t)2

4s
+

c1(x� c1t)

2
� t+ as+

c21
4
t

�

=
hc1
2
�
p
a
i
[x� c̄nlpt],

(2.86)

其中 c̄nlp = c1
2 �
p
a+ 1�a

c1
2 �

p
a
.

另一方面, 如果 0  x
t < c1 � 2

p
a, 那么由上面的计算, (x�c1t)2

4(t�⌧) + a(t� ⌧)关
于 ⌧ 在 0  x

t < c1 � 2
p
a内是递增函数. 因此在 ⌧ = 0上极小值取到, 由此由

(2.86)的第一个等式, 直接得到

J1(t, x) =
t

4


x2

t2
� 4(1� a)

�
.

完成命题 2.2(a)的证明.
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命题 2.2(b)的证明. Friedlin的条件 (2.41)是下列两个的观察的直接的结果:

(i) (由 (2.40))存在 c0 2 (0, c1)使得

P = {(t0, x0) : J1(t
0, x0) > 0, t0 > 0} = {(t0, x0) : x0 > c0t

0, t0 > 0}.

(ii) 因为在命题 2.2(a)的证明中所有的可能性都已经被考虑了, 可推出对每一

个 (t, x) 2 (0,1)⇥ (0,1), J1(t, x) = 0的最优路径是对某一个 ⌧ 2 [0, t)连

接 (0, 0),(⌧, c1⌧)和 (t, x)的分段直线. 特别对 (t, x) 2 @P = {(t0, x0) : x0 =

c0t0}可知 Freidlin条件 (2.41)成立.

因此完成证明.

命题 2.2(c)的证明. 给定 c1 > c̃1 � 2. 首先, 由在 (2.81)里 Ji (i = 1, 2)的定义

观察到对于 k > 0, t > 0, x 2 R,有

Ji(kt, kx) = kJi(t, x). (2.87)

最后证明存在某一 �⇤ > 0使得对于所有的 (t, x) 2 B�⇤(1, c1)有 J1(t, x) =

J2(t, x), 其中 B�⇤(1, c1) 是一个在 R2内以 (1, c1)为圆心半径为 �⇤的圆盘.

固定 (t, x) 2 (0,1) ⇥ R和对于 (t, x) 2 B�⇤(1, c1), �̂ = �̂t,x 是 J1(t, x)的极

小值路径.称 �̂ 也是 J2(t, x)的极小化路径.为此,定义

Yt,x
1 =

n
� 2 H1([0, t])

��� �(0)  0, �(t) = x, 和对某一 s有 �(s)  c̃1s
o
.

定义 B+
�⇤(1, c1) := {(t, x) 2 B�⇤(1, c1) | x

t � c1}. 由命题 2.2(a)的证明中的步骤 2,

对于所有的 �⇤ > 0, 有

J1(t, x) = J2(t, x), (t, x) 2 B+
�⇤(1, c1).

同时注意到由命题 2.2(a)的证明中的步骤 4, 有 �̂1,c1(s) = c1s, 所以 �̂1,c1 /2 Y1,c1
1

(因为 c1 > c̃1) 因此存在某一 �0 > 0使得

J2(1, c1) =
1

4
(c21 � 4) < inf

�2Y1,c1
1

⇢Z 1

0


|�̇(s)|2

4
� 1

�
ds

�
� �0.
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由 J2的连续性,选择 �⇤ > 0以便于对于 (t, x) 2 B�⇤(1, c1) \B+
�⇤(1, c1), 有

J2(t, x)  J2(1, c1) +
�0
2

 inf
�2Y1,c1

1

Z t

0


|�̇(s)|2

4
� 1

�
ds� �0

2

< inf
�2Yt,x

1

Z t

0


|�̇(s)|2

4
� 1

�
ds

 inf
�2Yt,x

1

Z t

0

L2(s, �(s), �̇(s)) ds,

其表明 �̂t,x 2 Yt,x\Yt,x
1 , 即极小化路径一直停留在 {x > c̃1t},因此在 B�⇤(1, c1)

内有 J1 = J2.

考虑 (2.87),对于 (t, x) 2 B�⇤(1, c1)和 k > 0我们推出,

J1(kt, kx) = kJ1(t, x) = kJ2(t, x) = J2(kt, kx),

其表明在 {x � (c1 � �⇤)t}内有 J1(t, x) = J2(t, x).
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第第第三三三章章章 相相相互互互作作作用用用物物物种种种多多多波波波的的的渐渐渐近近近传传传播播播 II:指指指数数数衰衰衰减减减的的的初初初值值值

一个自然问题可由 Tang和 Fife引出,假设初值 (u0, v0)在 x = ±1上与
行波解有相同的渐近,连接 (k1, k2)和 (0, 0)行波解速度,是否决定 Cauchy问题

(1.2)物种的传播速度?由第一个问题自然联想对于更一般的指数衰减初始值会

发生什么?这两个物种会以不同的速度传播吗?

3.1 假假假设设设和和和主主主要要要结结结果果果

3.1.1 假假假设设设

我们继续研究柯西问题 (1.2) 解的传播性质. 对于一类初值 (u0, v0) 满足

(u0, v0)(�1) = (1, 0), (u0, v0)(1) = (0, 0)和在1处 u0 ! 0是以 �u > 0指数

衰减; v0 ! 0在1 (�1)处是以率 �+v > 0 (��v > 0)指数衰减,本章感兴趣的是

决定物种 u和 v的传播速度.在这章,研究初值是指数衰减的两个竞争物种入侵

的栖息地,关注的是无穷处指数衰减率如何影响物种的传播速度.

对一个函数 g : R! R和 � 2 R,在1处 g(x) ⇠ e��x如果

0 < lim inf
x!1

e�xg(x)  lim sup
x!1

e�xg(x) <1.

对于在 �1处 g(x) ⇠ e�x的定义是相似的.初值 (u0, v0)的假设为

(H�)

8
>>>>>><

>>>>>>:

初值 (u0, v0) 2 C(R; [0, 1])2在 R上是严格正的,

且存在正常数 ✓0,�u,�+v ,�
�
v 使得

在 (�1, 0]上有 u0(x) � ✓0, 在1远处有 u0(x) ⇠ e��ux,

在 �1远处有 v0(x) ⇠ e�
�
v x, 在1远处有 v0(x) ⇠ e��+

v x.

.

标记
8
>>>>><

>>>>>:

�1 = d(�+v ^
r

r

d
) +

r

�+v ^
p

r
d

, �2 = (�u ^ 1) +
1

�u ^ 1
,

�3 = d(��v ^
r

r(1� b)

d
) +

r(1� b)

��v ^
q

r(1�b)
d

,
(3.1)
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其中对于任意 a, b 2 R, a ^ b = min{a, b}.这里 �1 (�2)表示缺乏竞争者的情形

下 v ( u)的传播速度 [65, 79].不失一般性,假设通篇有 �1 � �2.这就表明了 v为

传播较快的物种.

3.1.2 主主主要要要结结结果果果

本章的主要结果叙述如下:

定理 3.1 假设 �1 > �2. (u, v)是 (1.2)的解且其初值满足 (H�).那么存在

c1, c2, c3 2 R使得 c3 < 0 < c2 < c1,且对每一小的 ⌘ > 0,下列的传播性质成立:

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0,

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(c2�⌘)t

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(c3�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0.

(3.2)

准确地说,传播速度 c3 < 0 < c2 < c1能由以下决定:

c1 = �1, c2 = max{cLLW, ĉnlp}, c3 = �max{c̃LLW, �3}, (3.3)

其中 cLLW (c̃LLW)是定理 1.1 (注记 1.1)从 (k1, k2)到 (0, 1) ((k1, k2)到 (1, 0))给

定的传播速度,且

ĉnlp =

8
>>><

>>>:

�1
2 �
p
a+ 1�a

�1
2 �

p
a
, �1 < 2�u, �1  2(

p
a+
p
1� a),

�̃nlp +
1�a
�̃nlp

, �1 � 2�u, �̃nlp 
p
1� a,

2
p
1� a, 其它,

(3.4)

其中 �̃nlp给定为

�̃nlp =
1

2

h
�1 �

p
(�1 � 2�u)2 + 4a

i
. (3.5)

为了可视化传播性质 (3.2),引入伸缩变换

(û, v̂)(t, x) = lim
✏!0

(u, v)

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, (t, x) 2 (0,1)⇥ R,

他们的渐近行为可由图 3.1给定.
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图 3.1 (û, v̂)的渐近行为.

注意到较快物种 v的传播速度 c1由 �+v (其是在 x ⇡ 1上 v0的指数衰减率)

完全确定,且完全不受较慢物种 u的影响, 物种 u的对应传播速度 c2 依赖于 �1

和 �u (其是在 x ⇡ 1上 u0的指数衰减率).特别地,当 �+v �
p

r
d 和 �u > �1

2 ,即,

v0(x)和 u0(x)衰减足够快, 速度 c1和 c2和初值为紧支集时的情况相同 (参见第

二章定理 2.1).

注记 3.1 指出在定理 3.1中传播速度 c2 关于 �1 和 �u 是非递增的, 其由

下面的观察可得: (i)由 (3.5)给定的 �̃nlp 关于 �1 和 �u 是非递减的; (ii) s + 1�a
s

在 (0,
p
1� a]内非递增的.这个事实能得到以下几个直观感想: (i) �1 越大意味

着被物种 v 占的领域 {(t, x) : c2t < x < �1t}越大,因此 u更难去入侵 v; (ii) �u

越大就意味着越少的数量在波前拉入侵波,其也使物种 u更难入侵 v.

固定 �1, �u > 0和 0 < a < 1,使得 �1 > �2 成立. 可知 (3.4)中的 ĉnlp 的量

级能够被表示为

{(t, x) : w2(t, x) = 0} = {(t, x) : t > 0, x  ĉnlpt},

其中 w2(t, x)是 Hamilton-Jacobi方程
8
<

:
min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{x<�1t}, w} = 0, (0,1)⇥ R,

w(0, x) = �u max{x, 0}, R,
(3.6)

的唯一粘性解.这里 �S 是集合 S 2 (0,1)⇥ R的指示性函数.

更进一步感兴趣的点在 (1.2) 里的共同入侵过程中 (0, 0) 和 (k1, k2) 的演

变,其仅仅发生在弱竞争 0 < a, b < 1情形下.在这种情况下,平衡状态 (0, 0)

和 (k1, k2) 是无序的, 因此由 Tang 和 Fife [92] 行波解的存在性不能通过由



54 相互作用物种的多波渐近传播

Weinberger等 [103] (也可参见 [41, 72])中的单调动力系统框架建立.当 �1 = �2,

在无穷处初值满足指数衰减率 �u,�+v 的系统 (1.2)中从 (k1, k2)到 (0, 0)的入侵

波是真实存在的.

定理 3.2 假设 �1 = �2. (u, v)是 (1.2)的解且初值满足 (H�).那么对每一

个小的 ⌘ > 0,有
8
>>>>>><

>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(�1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(�1�⌘)t

(|u(t, x)� k1|+ |v(t, x)� k2|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(c3�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0,

(3.7)

其中 c3 = �max{c̃LLW, �3}和 c̃LLW 由注记 1.1给定.

对于指数衰减率的初值,定理 3.1表明有两个分开的单调的波其每个物种都

以不同的速度去入侵.此外,如果 (1.2)的参数以 |�1 � �2|! 0的方向改变,两个

波的距离将趋于零.因此, (k1, k2)的入侵波直接侵入 (0, 0),由 Tang和 Fife,这是

两个单调的波重合的特殊情形 (定理 3.2).

注记 3.2 如 [38]和第二章,此方法通过小的修改可应用在更高维的竞争

物种的传播问题上.然而,我们选择集中在一维的情形去保持阐述简单,且接近

在 [89, 第 7章]中公式猜想.

3.1.3 主主主要要要思思思想想想的的的大大大纲纲纲

为了确定 c1, c2, c3,我们介绍解的渐近估计和对特定的 Hamilton-Jacobi方

程构造合适的粘性上-下解,然后利用定理 3.5去得到期望的估计. 概述定理 3.1

里的非局部传播速度 c2 主要步骤,且注意 c1, c3 能由 c2 相似甚至更简单的证明

得到.

1. c2的下界估计,我们考虑转换 w✏
2(t, x) = �✏ log u

�
t
✏ ,

x
✏

�
和证明半放松极限

w2,⇤(t, x) = lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
2(t

0, x0), w⇤
2(t, x) = lim sup

✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
2(t

0, x0)

存在,基于在 Cloc上建立了一致有界性 (参见引理 3.2).通过构造粘性上解

w2,其满足

{(t, x) : w2(t, x) = 0} = {(t, x) : t > 0, x  ĉnlpt},
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再利用定理 3.5,我们可证明 w⇤
2  w2,从而可得在 {(t, x) : x < ĉnlpt}内局

部一致地 w✏
2 ! 0.之后可以再利用 [38, 第 4节]的证明去证

lim inf
✏!0

u

✓
t

✏
,
x

✏

◆
> 0, {(t, x) : t > 0, x < ĉnlpt} .

这意味着 c2 � ĉnlp (参见引理 3.6).

2. c2 的上界估计,参见命题 3.2,我们构造粘性下解 w2 和应用定理 3.5估计

w2的下界.这可得到关于 u的渐近行为.换句话说,对每一个小的 � > 0,记

ĉ� = �1 � �,有

u(t, ĉ�t)  exp (�[µ̂� + o(1)]t) , t� 1,

其中 µ̂� = w2(1, ĉ�) = w2(1, �1 � �).可知 (u, v)是 (1.2)在 {(t, x) : 0  x 
ĉ�t}的解,其边界条件满足

lim
t!1

(u, v)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(u, v)(t, ĉ�t) = (0, 1),

我们可应用第二章里的引理 2.2去证明 ĉ� 和 µ̂� 能估计 u的传播速度 c2的

上界.

本章的剩下的部分组织如下: 3.2节,给出对于 i = 1, 2, 3, ci和 c2 � cLLW的

上界估计. 3.3节,给出 c1, c2的下界估计. 3.4节建立 u和 v的近似渐近表达式且

其中也决定了 c2, c3. 3.5节,讨论了本章的结果与 Tang和 Fife [92]的入侵模式

之间的关系. 3.6节,讨论了本章的结果与 Girardin和 Lam [47]的结果之间的关

系. 3.7节,证明与三物种竞争扩散系统的传播速度相关的一个拓展. 3.8节给出

了带有分段 Lipschitz连续的 Hamiltonian的 Hamilton-Jacobi方程的比较原理.

本章继续研究了双物种竞争扩散方程组的柯西问题.对于两个物种向空白

栖息地的传播,请参见积微分竞争模型 [70],和自由边界竞争模型 [30, 105].关于

自由边界问题的其他相关结果,请参见文献 [48, 75, 98, 99, 104].我们还注意到,

在这些工作中,传播速度总是由局部决定的,因此不会相互影响.

3.2 最最最大大大和和和最最最小小小的的的速速速度度度的的的估估估计计计

在这节,初值满足 (H�),我们给出一些关于最大和最小的传播速度的估计.

这节的主要结果如下.
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命题 3.1 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么定义在 (2.10)的

传播速度满足

(i) 对于 i = 1, 2有 ci  �i,和 c3  ��3;

(ii) c2 � cLLW,和 c3  �c̃LLW,

其中 �1, �2, �3定义在 (3.1)和 cLLW, c̃LLW 是分别由定理 1.1和注记 1.1给定的.

此外,有

lim
t!1

(|u(t, 0)� k1|+ |v(t, 0)� k2|) = 0. (3.8)

证明. 我们将会按下列的顺序完成证明: (1) c2  �2, (2) c1  �1, (3) c3  ��3,
(4) c3  �c̃LLW, (5) c2 � cLLW, (6) (3.8)成立.

步骤 1.证明 (1), (2)和 (3).

对某M > 0注意到函数

u(t, x) := min{1,M exp(�min{�u, 1}(x� �2t))}

是单个 KPP方程

@tu� @xxu = u(1� u), (0,1)⇥ R,

的弱上解且 u(t, x)显然是它的下解.通过选择常数M > 0足够大使得在 R上有
u0(x)  u(0, x),对 (t, x) 2 [0,1)⇥ R,通过比较原理有

u(t, x)  u(t, x) = min {1,M exp(�min{�u, 1} (x� �2t)} . (3.9)

尤其,对每一个 ⌘ > 0,有

lim
t!1

sup
x>(�2+⌘)t

|u(t, x)| = 0. (3.10)

这证明了 c2  �2,即, (1)成立.

类似地,通过与

v̄(t, x) := min{1,M exp(�min{�+v ,
p
r/d}(x� �1t))}

是 (
@tv � d@xxv = rv(1� v), (0,1)⇥ R,
v(0, x) = min(1,Me�min{�+

v ,
p

r
d}x), x 2 R,
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的解,进行比较我们推出 (2).

证明 (3),记 ṽ(t, x) = v(t,�x),我们考虑另一单个 KPP方程

(
@tv � d@xxv = rv(1� b� v), (0,1)⇥ R,
v(0, x) = v0(�x), x 2 R.

再次使用比较原理表明 v(t,�x) = ṽ(t, x) � v.由 [65]或者 [79]的结果,有

lim inf
t!1

inf
(��3+⌘)t<x0

v � lim inf
t!1

inf
|x|<(�3�⌘)t

ṽ � 1� b

2
, (3.11)

其表明 c3  ��3.

步骤 2.证明 (4)和 (5).

给定任意非平凡的,紧子集函数 ṽ0使得 0  ṽ0  v0.那么

(u0(x), v0(x)) � (1, ṽ0(x)), x 2 R.

(ũLLW, ṽLLW) 是 (1.2) 的解且初值为 (1, ṽ0(x)). 那么定理 1.1 和注记 1.1 保证

了c̃LLW � 2
p

dr(1� b),使得对每一个 c 2 (�c̃LLW, 0),有

lim inf
t!1

inf
|x|<|c|t

ṽLLW(t, x) > 0.

对 (1.2)使用比较原理,对所有 (t, x) 2 (0,1)⇥ R,有(u, v) � (ũLLW, ṽLLW),对每

一个 c 2 (�c̃LLW, 0),其满足,

lim inf
t!1

inf
ct<x<ct+1

v(t, x) � lim inf
t!1

inf
ct<x<ct+1

ṽLLW(t, x) > 0.

这证明 c3  �c̃LLW和 (4)成立.

相似地,证明 (5),即 c2 � cLLW.对某些紧支集 ũ0 满足 0  ũ0  u0,通过

(u, v)与 (1.2)满足初值 (ũ0, 1)的解 (uLLW, vLLW)比较,然后使用定理 1.1.用这

个方法,我们推出对每一个 c 2 (0, cLLW),有

lim inf
t!1

inf
|x|<ct

u � lim inf
t!1

inf
|x|<ct

uLLW > 0. (3.12)

步骤 3. 证明 (6). 鉴于 (3.11) 和 (3.12), 通过引理 2.1 的 (a) 和 (c) 我们可推出

(3.8).
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3.3 c1 和和和 c2 的的的下下下界界界估估估计计计

这节假设 �1 > �2.在这节里,我们通过渐近估计和定理 3.5估计 c1和 c2的

下界.为此,我们通过引入小的参数 ✏:

u✏(t, x) = u

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, v✏(t, x) = v

✓
t

✏
,
x

✏

◆
. (3.13)

在新的尺度下,我们将 (1.2)的 u✏和 v✏方程重写如下
8
>>>><

>>>>:

@tu✏ = ✏@xxu✏ + u✏

✏ (1� u✏ � av✏), (0,1)⇥ R,
@tv✏ = ✏d@xxv✏ + r v✏

✏ (1� bu✏ � v✏), (0,1)⇥ R,
u✏(0, x) = u0(

x
✏ ), R,

v✏(0, x) = v0(
x
✏ ), R.

(3.14)

当 ✏! 0为了获得 v✏和 u✏的渐近行为,思路是考虑WKB变换 w✏
1和 w✏

2,其

分别由以下给定

w✏
1(t, x) = �✏ log v✏(t, x), w✏

2(t, x) = �✏ log u✏(t, x), (3.15)

且分别满足方程
(
@tw✏ � ✏d@xxw✏ + d|@xw✏|2 + r(1� bu✏ � v✏) = 0, (0,1)⇥ R,
w✏(0, x) = �✏ log v✏(0, x), R,

(3.16)

和
(
@tw✏ � ✏@xxw✏ + |@xw✏|2 + 1� u✏ � av✏ = 0, (0,1)⇥ R,
w✏(0, x) = �✏ log u✏(0, x), R.

(3.17)

引理 3.1 假设 G 在 (0,1) ⇥ R 上是开集且 K, K 0是紧支集使得 K ⇢
IntK 0 ⇢ K 0 ⇢ G.

(a) 如当 ✏! 0在 K 0上一致地有 w✏
2 ! 0,那么

lim inf
✏!0

inf
K

u✏ � 1� a lim sup
✏!0

sup
K0

v✏; (3.18)

(b) 如当 ✏! 0在 K 0上一致地有 w✏
1 ! 0,那么

lim inf
✏!0

inf
K

v✏ � 1� b lim sup
✏!0

sup
K0

u✏. (3.19)
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证明. 利用 [38, 第 4节]的证明我们推出 (a).K, K 0和 G由上面给定.

固定任意 (t0, x0) 2 K 和定义试验函数

⇢(t, x) = |x� x0|2 + (t� t0)
2.

因为 (i) (t0, x0) 2 K ⇢ IntK 0 和 (ii)在 K 0 上一致地有 w✏
2 ! 0,在 K 0 内函数

w✏
2 � ⇢在 (t✏, x✏) 2 IntK 0点达到全局最大值且当 ✏! 0有 (t✏, x✏)! (t0, x0).此

外, @t⇢(t✏, x✏), @x⇢(t✏, x✏)! 0,所以在点 (t✏, x✏),有

o(1) = @t⇢� ✏@xx⇢+ |@x⇢|2  @tw
✏
2� ✏@xxw✏

2 + |@xw✏
2|2  u✏� 1+ a lim sup

✏!0
sup
K0

v✏.

这满足

u✏(t✏, x✏) � 1� a lim sup
✏!0

sup
K0

v✏ + o(1).

因为在K 0 上 w✏
2 � ⇢在 (t✏, x✏)点达到最大值,特别地有

w✏
2(t✏, x✏) � (w✏

2 � ⇢)(t✏, x✏) � (w✏
2 � ⇢)(t0, x0) = w✏

2(t0, x0).

可知 u✏(t0, x0) = e�✏w✏
2(t0,x0)和 u✏(t✏, x✏) = e�✏w✏

2(t✏,x✏), 因此有

u✏(t0, x0) � u✏(t✏, x✏) � 1� a lim sup
✏!0

sup
K0

v✏ + o(1).

因为对 (t0, x0) 2 K 这个证明是一致的 (仅依赖于K, K 0和 G),我们推出 (a).对

(b)的证明是类似的.

定义

w⇤
1(t, x) = lim sup

✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
1(t

0, x0),

w⇤
2(t, x) = lim sup

✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
2(t

0, x0), w2,⇤(t, x) = lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
2(t

0, x0).

上面是好的定义是由于下面的引理:

引理 3.2 假设 w✏
1 和 w✏

2 分别是 (3.16)和 (3.17)的解.那么存在某 Q > 0,

与小的 ✏无关,使得对 (t, x) 2 [0,1)⇥ R有

max{�+v x++��v x��Q(t+ ✏), 0}  w✏
1(t, x)  �+v x++��v x�+Q(t+ ✏), (3.20a)
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max{�ux+ �Q(t+ ✏), 0}  w✏
2(t, x)  �ux+ +Q(t+ ✏), (3.20b)

0  w✏
1(t, x)  Q(�+v x+ + ��v x� + ✏), (3.20c)

0  w✏
2(t, x)  Q(�ux+ + ✏), (3.20d)

其中 x+ = max{x, 0}和 x� = max{�x, 0}.

证明. 这里仅证明 (3.20a)而 (3.20b)-(3.20d)的估计按照相似的证明可得.因为

v✏  1,通过定义有 w✏
1 � 0.由 (H�),存在正的常数 C1和 C2使得

C2e
�(�+

v x++��
v x�)  v(0, x)  C1e

�(�+
v x++��

v x�), x 2 R.

通过 (3.15)的定义,有

�+v x+ + ��v x� � ✏ logC1  w✏
1(0, x)  �+v x+ + ��v x� � ✏ logC2. (3.21)

定义

z✏1(t, x) = �+v x+Q(t+ ✏).

选择 ✏无关的足够大的 Q使得

w✏
1(t, x)  z✏1(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥ [0,1). (3.22)

为此,假设 Q � r 在 (0,1) ⇥ (0,1)上注意到 z✏1 是 (3.16)的 (经典)上解.

由命题 3.1的 (3.8),我们发现 � log v(t, 0)在 [0,1)上是一致有界的 (因为 R上
v(0, x) > 0),所以选择

Q = max

(
sup

t2[0,1)
[� log v(t, 0)], | logC2|, r

)
, (3.23)

使得

w✏
1(t, 0)  z✏1(t, 0) t � 0, w✏

1(0, x)  z✏1(0, x) x � 0,

其中最后一个不等式是由于 (3.21).通过比较,因此 (3.22)成立.

通过相似的证明,可验证在 (0,1)⇥ (�1, 0)上

z✏2(t, x) = ���v x+Q(t+ ✏)
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是 (3.16)上解,所以

w✏
1(t, x)  z✏2(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥ (�1, 0], (3.24)

其中 Q是定义在 (3.23).与 (3.22)和 (3.24)综合在一起给出了 w✏
1的上界.

为了获得 w✏
1的下界,定义函数

z✏1(t, x) = �+v x�Q(t+ ✏) 和 z✏2(t, x) = ��+v x�Q(t+ ✏).

通过和之前相同的证明,可验证

w✏
1(t, x) � z✏1(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥R 和 w✏

1(t, x) � z✏2(t, x) (t, x) 2 [0,1)⇥R,

通过选择 Q = max { | logC1|, d(�+v )2 + d(��v )
2 + r}. 这完成了 (3.20a) 的证明.

注记 3.3 根据引理 3.2,让 t = 0然后对 (3.20a)和 (3.20b)中 ✏ ! 0,我们

推出

w⇤
1(0, x) =

8
<

:
�+v x, x 2 [0,1),

��v x, x 2 (�1, 0],

和

w⇤
2(0, x) = w2,⇤(0, x) =

8
<

:
�ux, x 2 [0,1),

0, x 2 (�1, 0].

相似地,让 x = 0和在 (3.20c)和 (3.20d)中 ✏! 0,有

w⇤
1(t, 0) = w⇤

2(t, 0) = w2,⇤(t, 0) = 0, t � 0.

3.3.1 c1 的的的下下下界界界估估估计计计

由命题 3.1,有 c2  �2,因此我们推出

0  lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

u✏(t0, x0)  �{x�2t}. (3.25)

引理 3.3 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么
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(a) w⇤
1 是

8
>>><

>>>:

min{@tw + d|@xw|2 + r(1� b�{x�2t}), w} = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w(0, x) = �+v x, [0,1),

w(t, 0) = 0, [0,1),

(3.26)

的粘性下解;

(b) w⇤
1 是

8
>>><

>>>:

min{@tw + d|@xw|2 + r(1� b�{x�2t}), w} = 0, (0,1)⇥ (�1, 0),

w(0, x) = ���v x, (�1, 0],

w(t, 0) = 0, [0,1),

(3.27)

的粘性下解,其中 �2由 (3.1)定义和 ��v , �
+
v 2 (0,1)由 (H�)给定.

证明. 首先,注意到 w⇤
1 是上半连续的.由注记 3.3, (3.26)和 (3.27)可知初边值条

件满足.

仍需证明 w⇤
1 在 (0,1)⇥R是min{@tw + d|@xw|2 + r(1� b�{x�2t}), w} = 0

的粘性下解. 由 Hamilton-Jacobi 方程粘性下解的定义 (参见节 3.8), 让 ' 2
C1((0,1)⇥R)和 (t0, x0)是w⇤

1�'一个严格的局部的极大值点且有w⇤
1(t0, x0) >

0.如需必要取一子序列 ✏ = ✏k, w✏
1 � '在 (t✏, x✏)有一个局部的极大值点且当

✏! 0一致地有 w✏
1(t✏, x✏)! w⇤

1(t0, x0)和 (t✏, x✏)! (t0, x0).在点 (t✏, x✏)上,有

✏d@xx' � ✏d@xxw
✏
1 = @tw

✏
1 + d|@xw✏

1|2 + r(1� bu✏ � e�
w✏
1
✏ )

= @t'+ d|@x'|2 + r(1� bu✏ � e�
w✏
1
✏ ).

通过 e�w✏
1(t✏,x✏)/✏ ! 0 (因为 w✏

1(t✏, x✏)! w⇤
1(t0, x0) > 0)的事实,取极限 ✏ = ✏k !

0所以有

0 � @t'(t0, x0) + d|@x'(t0, x0)|2 + r(1� b�{(t,x):x�2t}(t0,x0) � 0).

因此 w⇤
1 是 (3.26)和 (3.27)的粘性下解.
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引理 3.4 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么

c1 � �1,

其中 �1是定义在 (3.1).

证明. 函数 w1 : [0,1)⇥ [0,1)! [0,1)当 �+v 
p

r
d ,由

w1(t, x) =

8
<

:
�+v (x� (d�+v + r

�+
v
)t), x

t > d�+v + r
�+
v
,

0, 0  x
t  d�+v + r

�+
v
,

定义,而当 �+v >
p

r
d ,由

w1(t, x) =

8
>>><

>>>:

�+v (x� (d�+v + r
�+
v
)t), x

t > 2d�+v ,

t
4d(

x2

t2 � 4dr), 2
p
dr < x

t  2d�+v ,

0, 0  x
t  2

p
dr,

定义.

通过构造, w1在 [0,1)⇥ [0,1)上是连续的.接下来,称连续的 w1是 (3.26)

的粘性上解.我们将会验证后一种情形 �+v >
p

r
d ,前一种的情形能相似地验证.

对 �+v >
p

r
d 情形,有 �1 = 2

p
dr.根据 Hamilton-Jacobi方程的粘性上解的定义

(参见节 3.8),让 ' 2 C1((0,1) ⇥ R)和 (t0, x0)是 w1 � '的严格的局部极小值
点.

如果 x0/t0 6= 2
p
dr,那么 w1是 (3.26)的经典解.

如果 x0/t0 = 2
p
dr,那么由定义 w1(t0, x0) = 0.此外,

�'(t, 2
p
drt) = (w1 � ')(t, 2

p
drt) � (w1 � ')(t0, x0) = �'(t0, x0), t ⇡ t0,

且有 @t'(t0, x0) + 2
p
dr@x'(t0, x0)) = 0,因此

@t'(t0, x0) + d|@x'(t0, x0)|2 + r(1� b�{(t,x):x�2t}(t0, x0))

= �2
p
dr@x'(t0, x0) + d|@x'(t0, x0)|2 + r

=
⇣p

d@x'(t0, x0)�
p
r
⌘2

� 0,

其中第一个等式由于 x0/t0 = 2
p
dr = �1 > �2的事实.
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由注记 3.3和 w1的表达式,有

w1(t, x) = �+v x = w⇤
1(t, x), @[(0,1)⇥ (0,1)].

由引理 3.3(a)可知 w1和 w⇤
1 是 (3.26)一对粘性上-下解.那么,应用定理 3.5我们

得到

0  w⇤
1  w1 [0,1)⇥ [0,1),

其表明

{(t, x) : w⇤
1(t, x) = 0} � {(t, x) : w1(t, x) = 0} = {(t, x) : 0  x  �1t}.

让 ✏! 0,我们得到

w✏
1(t, x) = �✏ log v✏(t, x)! 0局部一致地 {(t, x) : 0  x < �1t}.

因此对每一个小的 ⌘ > 0, 通过选择紧集 K = {(1, x) : ⌘  x  �1 � ⌘} 和
K 0 = {(1, x) : ⌘

2  x  �1 � ⌘
2},由引理 3.1(b)我们推出

lim inf
t!1

inf
⌘t<x<(�1�⌘)t

v(t, x) = lim inf
✏!0

inf
K

v✏(t, x) � 1� b

2
> 0. (3.28)

这表明 c1 � �1.

推论 3.1 假设 (u, v) 是 (1.2) 的解其初值满足 (H�). 那么对每一个小的

⌘ > 0,

lim
t!1

sup
x>(�1+⌘)t

(|u|+ |v|) = 0, (3.29a)

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(�1�⌘)t

(|u|+ |v � 1|) = 0, (3.29b)

其中 �1由 (3.1)定义.

证明. 由定义可知, c1  c1.由命题 3.1和引理 3.4可知 �1  c1  c1  �1.因此,

c1 = c1 = �1.由命题 3.1(i), c2  �2 < �1,所以 (3.29a)成立.鉴于 (3.28)和 c2的

定义,对每一个小的 ⌘ > 0,有,

lim inf
t!1

inf
⌘t<x<(�1�⌘)t

v(t, x) > 0, lim
t!1

sup
x>(c2+⌘)t

u = 0.

利用引理 2.1(d)我们推出 (3.29b).
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3.3.2 c2 的的的下下下界界界估估估计计计

由推论 3.1,有

�{�2t<x<�1t}  lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

v✏(t0, x0)  lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

v✏(t0, x0)  �{x�1t}. (3.30)

引理 3.5 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么, w⇤
2 是

(
min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{x�1t}, w} = 0, (0,1)⇥ R,
w(0, x) = �u max{x, 0}, R,

(3.31)

的粘性下解,其中 �1由 (3.1)定义和 �u > 0由 (H�)给定.

证明. 证明与引理 3.3的证明类似因此这里忽略细节.

引理 3.6 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么

c2 � ĉnlp,

其中 ĉnlp是定义在定理 3.1.

证明. 根据在定理 3.1里 ĉnlp 的定义,我们分别考虑三种情况: (a) �1 < 2�u 和

�1 < 2(
p
a+
p
1� a); (b) �1 � 2�u和 �̃nlp 

p
1� a; (c)其他.

首先,对于 (c)情形已完成.因为在这种情况下 ĉnlp = 2
p
1� a,且,根据命题

3.1(ii), c2 � cLLW,又由定理 1.1有 cLLW � 2
p
1� a.因此

c2 � cLLW � 2
p
1� a = ĉnlp.

仍需考虑 (a)和 (b).定义

c̄nlp =
�1
2
�
p
a+

1� a
�1
2 �
p
a

和

c̃nlp = �̃nlp +
1� a

�̃nlp
, 其中 �̃nlp =

1

2

⇣
�1 �

p
(�1 � 2�u)2 + 4a

⌘
. (3.32)



66 相互作用物种的多波渐近传播

假设 (a)成立,那么 ĉnlp = c̄nlp.定义 w2由以下给定

w2(t, x) =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

�u(x� (�u +
1
�u
)t), x

t � 2�u,

t
4(

x2

t2 � 4), �1  x
t < 2�u,

(�1
2 �
p
a)(x� c̄nlpt), c̄nlp < x

t < �1,

0, x
t  c̄nlp.

通过定义, w2 在 [0,1) ⇥ R 上是连续的. 我们验证连续 w2 是 (3.31) 的粘性

上解. (实际上, 它是 (3.31) 的唯一的粘性解, 但是我们不需要此事实.) 特别

地, 当 x
t 62 {�1, c̄nlp} 时 w2 是 (3.31) 的经典解. 仍需考虑当 x0

t0
= �1 或 c̄nlp 时,

对 8' 2 C1(0,1) ⇥ R), w2 � ' 在 (t0, x0) 上取到一个严格的局部最小值的

情况. 当 x0
t0

= �1, 对所有的 t ⇡ t0 有 (w2 � ')(t, �1t) � (w2 � ')(t0, x0), 所

以 @t'(t0, x0) + �1@x'(t0, x0) = �2
1
4 � 1.因此,在 (t0, x0), (注意 (�a�{x�1t})

⇤ =

�a�{x<�1t})

@t'+ |@x'|2 + 1� a�{x<�1t} =
�2
1

4
� 1� �1@x'+ |@x'|2 + 1

=
⇣
@x'�

�1
2

⌘2

� 0.

另一方面,如果 x0
t0

= c̄nlp,那么r'(t0, x0) · (1, c̄nlp) = 0,和

0  r'(t0, x0) · (�c̄nlp, 1)  r[(
�1
2
�
p
a)(x� c̄nlpt)] · (�c̄nlp, 1),

其意味着 @t'(t0, x0) = �c̄nlp@x'和 0  @x'(t0, x0)  �1
2 �
p
a,因此在 (t0, x0)

@t'+ |@x'|2 + 1� a�{x<�1t} = �c̄nlp@x'+ |@x'|2 + 1� a

=

✓
@x'�

1� a
�1
2 �
p
a

◆⇣
@x'�

�1
2

+
p
a
⌘
� 0.

最后一个不等式成立是因为 @x'  �1
2 �
p
a 

p
1� a  1�a

�1
2 �

p
a
. 因此, w2 是

(3.31)的粘性上解.

由注记 3.3和 w2的表达式,有

w2(0, x) = �u max{x, 0} = w⇤
2(0, x), x 2 R.

并可知 w⇤
2 是 (3.31)的粘性下解,可由定理 3.5我们推出

0  w⇤
2(t, x)  w2(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥ R. (3.33)
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现在,

{(t, x) : w⇤
2(t, x) = 0} � {(t, x) : w2(t, x) = 0} = {(t, x) : x  ĉnlpt}.

因此,

w✏
2(t, x) = �✏ log u✏(t, x)! 0, 局部一致地于 {(t, x) : x < ĉnlpt}.

因此对每一个小的 ⌘ > 0, 通过选择紧集 K = {(1, x) : ⌘  x  ĉnlp � ⌘} 和
K 0 = {(1, x) : ⌘

2  x  ĉnlp � ⌘
2},可利用引理 3.1(a)我们得到

lim inf
t!1

inf
⌘tx(ĉnlp�⌘)t

u(t, x) = lim inf
✏!0

inf
K

u✏(t, x) � 1� a

2
> 0,

其表明 c2 � ĉnlp.

最后,对于 (b)情形,那么有 ĉnlp = c̃nlp.定义

w2(t, x) =

8
>>><

>>>:

�u(x� (�u +
1
�u
)t), x

t � �1,

�̃nlp(x� c̃nlpt), c̃nlp < x
t < �1,

0, x
t  c̃nlp.

那么 w2 是 (3.31) 的粘性上解, 所以 (a) 情形可以再次重复以上证明去得到

c2 � ĉnlp.

3.4 c2 的的的上上上界界界估估估计计计和和和 c3 的的的下下下界界界估估估计计计

这节假设 �1 > �2.仍需证明

c2  max{cLLW, ĉnlp}, c3 � �max{c̃LLW, �3}.

3.4.1 c2 的的的上上上界界界估估估计计计

对于 � � 0,将会构造一个连续依赖 �的指数系数 µ̂� 使得

u(t, (�1 � �)t)  exp (�(µ̂� + o(1))t) , t� 1,

然后应用引理 2.2(a)估计 c2的上界.
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引理 3.7 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么 w2,⇤是

(
min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{�2t<x<�1t}, w} = 0, (0,1)⇥ R,
w(0, x) = �u max{x, 0}, R,

(3.34)

的粘性上解,其中 �1和 �2是定义在 (3.1).

证明. 正如引理 3.3的标准证明一样,此处忽略证明.

命题 3.2 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么

c2  max{cLLW, ĉnlp},

其中 cLLW和 ĉnlp分别由定理 1.1和 3.1定义.

证明. 步骤 1. w2 : [0,1)⇥ R当 �u > 1,由

w2(t, x) =

8
>>>><

>>>>:

�u(x� (�u +
1
�u
)t), x

t � 2�u,

t
4(

x2

t2 � 4), 2  x
t < 2�u,

0, x
t < 2,

(3.35)

定义,而当 �u  1,由

w2(t, x) = �u max

⇢
x� (�u +

1

�u
)t, 0

�
,

定义. 那么可直接 w2 是 (3.34) 的粘性下解. 因为, 在 R 上有 w2,⇤(0, x) =

�u max{x, 0} = w2(0, x) (由注记 3.3),应用定理 3.5推出

w2,⇤(t, x) � w2(t, x), [0,1)⇥ R. (3.36)

步骤 2. 对每一个 ĉ � 0,去证明

u(t, ĉt)  exp{�(w2(1, ĉ) + o(1))t}, t� 1. (3.37)

且 w2(1, �1)由

w2(1, �1) =

8
<

:
(�1

2 �
p
a)(�1 � c̄nlp), �1 < 2�u,

�̃nlp(�1 � c̃nlp), �1 � 2�u,
(3.38)
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给定,和 c̄nlp, c̃nlp, �̃nlp由引理 3.6给定.

由 w2,⇤和 w✏
2(t, x) = �✏ log u✏(t, x)的定义,对每一个小的 ✏ > 0,通过应用步

骤 1,有

�✏ log u
✓
1

✏
,
ĉ

✏

◆
� w2,⇤(1, ĉ) + o(1) � w2(1, ĉ) + o(1)

() u

✓
1

✏
,
ĉ

✏

◆
 exp

✓
�w2(1, ĉ) + o(1)

✏

◆
,

其表明了 (3.37).由 w2的表达式,可证明

(i) 对于 �1 < 2�u,在 (3.35)中替换 (t, x) = (1, �1)我们得到

w2(1, �1) =
1

4
(�2

1 � 4) = (
�1
2
�
p
a)(�1 � c̄nlp), (3.39)

其中 c̄nlp = �1
2 �
p
a+ 1�a

�1
2 �

p
a
;

(ii) 对于 �1 � 2�u,在 (3.35)中替换 (t, x) = (1, �1)我们得到

w2(1, �1) = �u

✓
�1 � (�u +

1

�u
)

◆
. (3.40)

由 (3.32)中 �̃nlp的定义,有

�̃nlp � �u =
1

2

h
(�1 � 2�u)�

p
�1 � 2�u)2 + 4a

i
,

所以有

(�̃nlp � �u)2 � (�1 � 2�u)(�̃nlp � �u)� a = 0. (3.41)

因此, (3.40)可变为

w2(1, �1) = �u

✓
�1 � (�u +

1

�u
)

◆
= �̃nlp(�1 � c̃nlp), (3.42)

其中 c̃nlp, �̃nlp是给定在 (3.32).

这表明 (3.38)成立,步骤 2完成.

步骤 3. 去证明 c2  max{cLLW, ĉnlp}.

从命题 3.1和推论 3.1可知对 ĉ 2 (�2, �1),有

lim
t!1

(u, v)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(u, v)(t, ĉt) = (0, 1).
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由步骤 2和 �LLWcLLW = �2LLW + 1� a的观察,那么利用引理 2.2(a)推出对

ĉ 2 (�2, �1),有

c2  cĉ,w2(1,ĉ) =

8
><

>:

cLLW, w2(1, ĉ) � ��2LLW + �LLWĉ� (1� a),

ĉ� 2w2(1,ĉ)

ĉ�
p

ĉ2�4(w2(1,ĉ)+1�a)
, w2(1, ĉ) < ��2LLW + �LLWĉ� (1� a).

(3.43)

让 ĉ% �1, (3.43)表示为 (记 µ̂ = w2(1, �1))

c2  c�1,µ̂ =

8
><

>:

cLLW, µ̂ � ��2LLW + �LLW�1 � (1� a),

�1 � 2µ̂

�1�
p

�2
1�4(µ̂+1�a)

, µ̂ < ��2LLW + �LLW�1 � (1� a).

(3.44)

仍需验证 c�1,µ̂ = max{cLLW, ĉnlp},其中 ĉnlp = �̂nlp +
1�a
�̂nlp
和

�̂nlp =

8
>>><

>>>:

�1
2 �
p
a, �1 < 2�u, �1  2(

p
a+
p
1� a),

�̃nlp, �1 � 2�u, �̃nlp 
p
1� a,

p
1� a, 其他,

(3.45)

和 �̃nlp由引理 3.6给定. 注意到

�̂nlp = min{�µ̂,
p
1� a}, 其中 �µ̂ :=

8
<

:

�1
2 �
p
a, �1 < 2�u,

�̃nlp, �1 � 2�u.
(3.46)

由 (3.39)和 (3.42), µ̂ = w2(1, �1)能被表示为

µ̂ = G(�µ̂), 其中 G(�) := ��2 + �1�� (1� a) (3.47)

和 �µ̂是定义在 (3.46).注意到 G(�)对 [0, �1
2 ]是严格递增的.

为了稍后的目标, (3.47)关于 �µ̂是二次函数,记

�µ̂ =
�1 �

p
�2
1 � 4(µ̂+ 1� a)

2
. (3.48)

因为 �LLW 2 (0,
p
1� a],我们分成两个情况进行讨论: (i) �µ̂ < �LLW; (ii) �LLW 

�µ̂.
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(i) �µ̂ < �LLW. (可知 �LLW 
p
1� a.)

由 (3.46), �̂nlp = �µ̂ < �LLW,和注意到

ĉnlp = �̂nlp +
1� a

�̂nlp
, cLLW = �LLW +

1� a

�LLW
, (3.49)

和 s + 1�a
s 在 (0,

p
1� a]里的单调性由此有 ĉnlp � cLLW.仍需证明 c�1,µ̂ =

ĉnlp.

现在,由 G的单调性,有

µ̂ = G(�µ̂) < G(�LLW) = ��2LLW + �LLW�1 � (1� a).

由 (3.44),有 c�1,µ̂ = �1 � 2µ̂

�1�
p

�2
1�4(µ̂+1�a)

.因此,

c�1,µ̂ = �1 �
µ̂

�µ̂
= �µ̂ +

1� a

�µ̂
= ĉnlp,

其中第一个和第二个等式分别由 (3.48)和 (3.47)推出.

(ii) �LLW  �µ̂.

由 (3.46),

�̂nlp = min{�µ̂,
p
1� a} � min{�LLW,

p
1� a} = �LLW.

由 (3.49)有 ĉnlp  cLLW.仍需证明 µ̂ � G(�LLW),由 (3.44)就可推出 c�1,µ̂ =

cLLW = max{cLLW, ĉnlp}.我们可得到 �LLW  �µ̂  �1/2,由 G在 [0, �1/2]

的单调性进而推出

µ̂ = G(�µ̂) � G(�LLW).

命题 3.2的证明完成了.

3.4.2 c3 的的的下下下界界界估估估计计计

为了方便起见,记 ũ(t, x) = u(t,�x), ṽ(t, x) = v(t,�x),和定义

ũ✏(t, x) = ũ

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, ṽ✏(t, x) = ṽ

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, w✏

3 = �✏ log ṽ✏(t, x).

再次定义半放松极限:

w3,⇤(t, x) = lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
3(t

0, x0).
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引理 3.8 假设 (ũ, ṽ)是 (1.2)的解且 x ! (ũ(0,�x), ṽ(0,�x))满足 (H�).

那么,对每一个小的 ⌘ > 0,

lim
t!1

sup
x>(d��

v + r

��v
+⌘)t

(|ũ(t, x)� 1|+ |ṽ(t, x)|) = 0. (3.50)

证明. vKPP是(
@tvKPP � d@xxvKPP = rvKPP(1� vKPP), (0,1)⇥ R,
vKPP = min{1, Ce���

v x}, x 2 R,

的解.通过选择 C 足够大,应用经典的比较原理我们得到 0  ṽ  vKPP.因此,对

每一个小的 ⌘ > 0,有

lim
t!1

sup
x>(d��

v + r

��v
+⌘)t

|ṽ(t, x)| = 0. (3.51)

uKPP是(
@tuKPP � @xxuKPP = uKPP(1� a� uKPP), (0,1)⇥ R,
uKPP(0, x) = u0(x), x 2 R,

的解. 再次使用经典的比较原理表明 u � uKPP.由 [65]或者 [79]的结果,对每一

个小的 ⌘ > 0, 有

lim
t!1

inf
x>�(2

p
1�a+⌘)t

ũ(t, x) = lim
t!1

inf
x<(2

p
1�a�⌘)t

u(t, x) � 1� a

2
. (3.52)

取小的 ⌘ > 0, 有 (3.51) 和 (3.52) 成立, 因此应用引理 2.1(b) 我们推出

(3.50).

鉴于引理 3.8,我们得到

�{x>(d��
v + r

��v
)t}  lim inf

✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

ũ✏(t0, x0)  lim sup
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

ũ✏(t0, x0)  1. (3.53)

引理 3.9 假设 (ũ, ṽ)是 (1.2)的解且 x ! (ũ(0,�x), ṽ(0,�x))满足 (H�).

那么, w3,⇤是
8
>>><

>>>:

min{@tw + d|@xw|2 + r(1� b�{x>(d��
v + r

��v
)t}), w} = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w(0, x) = ��v x, [0,1),

w(t, 0) = 0, t > 0,
(3.54)
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的粘性上解.

证明. 与引理 3.3(b)的证明类似所以这个证明忽略.

命题 3.3 假设 (u, v)是 (1.2)的解其初值满足 (H�).那么

c3 � �max{c̃LLW, �3},

其中 c̃LLW 和 �3是分别定义在注记 1.1和 (3.1).

证明. 步骤 1.首先去证

w3,⇤(t, x) � w3(t, x), (t, x) 2 [0,1)⇥ [0,1), (3.55)

其中 w3 : [0,1)⇥ [0,1)是通过以下定义

w3(t, x) = ��v max

⇢
x� (d��v +

r

��v
)t, 0

�
.

正如命题 3.2的步骤 1,可验证 w3 是 (3.54)的粘性下解.由 w3 的表达式,注记

3.3和 w1,⇤(t,�x) = w3,⇤(t, x),在 @[(0,1)⇥ (0,1)]有 w3(t, x) = ��v max{x, 0} =

w3,⇤(t, x) .因此应用定理 3.5推出 (3.55).

步骤 2.去证明对每一个 ĉ � 0,有

ṽ(t, ĉt)  exp{(w3(1, ĉ) + o(1))t}, t� 1. (3.56)

按照命题 3.2的步骤 2可以得到以上结论.

步骤 3.证明 c3 � �max{c̃LLW, �3}.

固定 ĉ > (d��v + r
��
v
).由命题 3.1和引理 3.8,我们推出

lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, 0) = lim
t!1

(u, v)(t, 0) = (k1, k2), lim
t!1

(ũ, ṽ)(t, ĉt) = (1, 0). (3.57)

这验证了引理 2.2(b)的条件 (i).接下来,通过步骤 2,有

ṽ(t, ĉt)  exp{�(µ̂2 + o(1))t}, t� 1,

其中

µ̂2 = w3(1, ĉ) = ��v (ĉ� (d��v +
r

��v
)). (3.58)
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为之后的目的我们注意到 µ̂2关于 ��v 是二次方的函数,所以

µ̂2 = ��v ĉ� d(��v )
2 � r, ��v =

ĉ�
p

ĉ2 � 4d(µ̂2 + r)

2d
. (3.59)

然后可应用引理 2.2(b)我们推出

� c3  c̃ĉ,µ̂2 =

8
><

>:

c̃LLW, µ̂2 � �̃LLW(ĉ� c̃LLW),

ĉ� 2dµ̂2

ĉ�
p

ĉ2�4d[µ̂2+r(1�b)]
, 0 < µ̂2 < �̃LLW(ĉ� c̃LLW).

(3.60)

为了完成这个证明,需验证

lim sup
ĉ!1

c̃ĉ,µ̂2  max {c̃LLW, �3} .

因为 0 = �d�̃2LLW + �̃LLWc̃LLW � r(1� b),那么

µ̂2 � �̃LLW(ĉ� c̃LLW) =µ̂2 � (�d�̃2LLW + �̃LLWĉ� r(1� b))

=
⇣
��v � �̃LLW

⌘ h
ĉ� d(��v + �̃LLW)

i
� rb,

(3.61)

其中最后一个等式利用 (3.59).

(i) 当 ��v > �̃LLW,在 (3.61)里取 ĉ!1我们得到

µ̂2 � �̃LLW (ĉ� c̃LLW) ,

所以由 (3.60),有 �c3  c̃LLW  max {c̃LLW, �3};

(ii) 当 ��v  �̃LLW,有 ��v  �̃LLW 
q

r(1�b)
d 和

�3 = d��v +
r(1� b)

��v
� d�̃LLW +

r(1� b)

�̃LLW
= c̃LLW.

有

0 < µ̂2 < �̃LLW (ĉ� c̃LLW) .

记 �ĉ,µ̂2 =
ĉ�
p

ĉ2�4d[µ̂2+r(1�b)]

2d .那么

d(�ĉ,µ̂2)
2 � ĉ�ĉ,µ̂2 + µ̂2 + r(1� b) = 0, (3.62)
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和 �ĉ,µ̂2  ��v (通过与 (3.59)的第二部分比较).因此,我们得到

� c3  cĉ,µ̂2 = ĉ� µ̂2

�ĉ,µ̂2

= d�ĉ,µ̂2 +
r(1� b)

�ĉ,µ̂2

. (3.63)

接下来,验证

lim
ĉ!1

�ĉ,µ̂2 = ��v . (3.64)

为此,从 (3.62)减去 (3.59)的第一部分我们得到

d(�ĉ,µ̂2)
2 � ĉ(�ĉ,µ̂2 � ��v )� d(��v )

2 � rb = 0.

上面的除以 ĉ且让 ĉ!1,推出 (3.64).

由 (3.64),在 (3.63)里取 ĉ!1我们得到 �c3  �3  max {c̃LLW, �3}.

至此完成命题 3.3的证明.

3.4.3 定定定理理理 3.1的的的证证证明明明

定理 3.1的证明. 对于 i = 1, 2, 3, ci, ci是 (2.10)中定义的最大最小传播速度.由

定义直接可得 ci � ci.由推论 3.1,有 c1 = c1 = �1.由命题 3.1(ii)和引理 3.6,我们

得到 c2 � max{cLLW, ĉnlp},再和命题 3.2里的 c2  max{cLLW, ĉnlp}结合,有 c2 =

c2 = max{cLLW, ĉnlp}.此外,结合命题 3.1和 3.3有 c3 = c3 = �max{�3, c̃LLW}.
对所有的 i = 1, 2, 3,可知 ci是在 (3.3)定义的,有 ci = ci = ci.为了完成定理 3.1

的证明,仍需证 (3.2).

注意到 (3.2)的前两项是推论 3.1的直接结果.接下来,我们将证明对小的

⌘ > 0有

lim inf
t!1

inf
(c3+⌘)t<x<(�1�⌘)t

v(t, x) > 0. (3.65)

给定小的 ⌘ > 0,由 c3和 c1的定义表明 c03 2 (c3, c3 + ⌘) , �0
1 2 (�1 � ⌘, �1) ,

和 T > 0的存在性使得

inf
t�T

min{v(t, c03t), v(t, �0
1t)} > 0.

现在,定义

� := min

⇢
1�b
2 , inf

c03T<x<�0
1T

v(T, x), inf
t�T

min{v(t, c03t), v(t, �0
1t)}

�
> 0.
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注意到 v(t, x)和 � 组成 KPP方程 @tv = d@xxv + rv(1 � b � v)其在抛物边界

⌦ := {(t, x) : t � T, c03t < x < �0
1t}满足 v(t, x) � � 的一组上下解.由最大值原

理可得在 ⌦内 v � �.特别地, (3.65)成立.

相似地,由定义 c2和引理 3.8中的 (3.52),可证明对小的 ⌘ > 0有

lim inf
t!1

inf
x<(c2�⌘)t

u(t, x) > 0. (3.66)

固定小的 ⌘ > 0.鉴于 (3.65)和 (3.66),通过应用引理 2.1的 (a)和 (c)可知 (3.2)

的第三项成立.最后,因为 (3.66)和 lim
t!1

sup
x<(c3�⌘)t

v = 0 (由 c3 的定义), 通过引理

2.1(b), (3.2)的最后一个式子成立.定理 3.1的证明到此完成.

3.5 Tang和和和 Fife的的的入入入侵侵侵模模模式式式

在这节,假设 �1 = �2,然后证明定理 3.2.

定理 3.2的证明. 对于任意小的 � 2 (0, 1), (u�, v�)和 (u�, v�)分别是
8
<

:
@tu� @xxu = u(1� u� av), (0,1)⇥ R,

@tv � d@xxv = rv(1 + � � bu� v), (0,1)⇥ R,
(3.67)

和 8
<

:
@tu� @xxu = u(1� u� av), (0,1)⇥ R,

@tv � d@xxv = rv(1� � � bu� v), (0,1)⇥ R,
(3.68)

的解其初值满足 (H�).通过比较,我们推出

(u�, v�) � (u, v) � (u�, v�), [0,1)⇥ R. (3.69)

注意 (u�, v�)是 (3.67)的解当且仅当

(U �, V
�
) =

✓
u,

v�

1 + �

◆
(3.70)

是 8
<

:
@tU � @xxU = U(1� U � a�V ), (0,1)⇥ R,

@tV � d@xxV = r�V (1� b�U � V ), (0,1)⇥ R,
(3.71)
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的解,其中 a� = (1 + �)a, r� = (1 + �)r和 b� = b
1+� .注意到通过选择足够小的 �

有 ��
1 = d(�+v ^

q
r�

d ) +
r�

�+
v ^

q
r�

d

> �1 = �2 和 0 < a�, b� < 1.通过对 (3.71)应用

定理 3.1,我们推出 V
�
的向右和向左的传播速度 c�1 和 c�3 (其和 v� 的是相同的),

和 U � 的向右传播速度 c�2 (与 u� 的相同)存在. 而且,他们能被刻画成

c�1 = ��
1, c�2 = max{c�LLW, ĉ�nlp}, c�3 = �max{c̃�LLW, ��

3}.

精确地说,正如定理 1.1 (注记 1.1)给出的, c�LLW (c̃
�
LLW)是 (3.71)的传播速度,有

��
3 = d(��v ^

q
r�

d ) +
r�(1�b�)

��
v ^

q
r�

d

且此外

ĉ�nlp =

8
>>>>><

>>>>>:

��
1
2 �
p
a� + 1�a�

��
1
2 �

p
a�
, ��

1 < 2�u, ��
1  2(

p
a� +

p
1� a�),

�̃
�

nlp +
1�a�

�̃
�

nlp

, ��
1 � 2�u, �̃

�

nlp 
p

1� a�,

2
p

1� a�, 其他,

(3.72)

其中 �̃
�

nlp = 1
2

h
��
1 �

p
(��

1 � 2�u)2 + 4a�
i
.

与 (3.69)联系,我们比较 (u, v)的传播速度 c1, c2和 c3:

c1  c�1, c2 � c�2, c3 � c�3. (3.73)

仍需证当 � ! 0,有 ĉ�nlp ! �2.我们分成两种情形:

(i) 如果 �u > 1,那么 �1 = �2 = 2 < 2�u.因为 1 <
p
a +
p
1� a,通过选择

足够小的 � > 0,我们得到 ��
1 < 2�u 和 ��

1  2(
p
a� +

p
1� a�),其表明当

� ! 0时有 ĉ�nlp = ��
1
2 �
p
a� + 1�a�

��
1
2 �

p
a�
! 1�

p
a+ 1�a

1�
p
a = 2 = �2.

(ii) 如果 �u  1,那么首先称

��
1 � �1 � 2�u, (3.74)

其是由于 ��
1 � �1 = �2 = �u +

1
�u
� 2 � 2�u.

接下来,称

�̃nlp <
p
1� a, (3.75)
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其中 �̃nlp由 (3.5)给定.为此,注意到

�1 � 2
p
1� a <

p
(�1 � 2�u)2 + 4a (3.76)

是

(�1 � 2
p
1� a)2 �

⇥
(�1 � 2�u)

2 + 4a
⇤
= 4(2� 2a� �1

p
1� a)

 4(2� 2a� 2
p
1� a) < 0,

的一个结果.从 �̃nlp = 1
2 [�1 �

p
(�1 � 2�u)2 + 4a]的定义,我们推出 (3.75).

由 (3.74)和 (3.75),对小的 �有 �̄�
1 � 2�u和 �̃

�

nlp <
p

1� a�,因此当 � ! 0

时有

ĉ�nlp = �̃
�

nlp +
1� a�

�̃
�

nlp

! �̃nlp +
1� a

�̃nlp
.

要达到 ĉ�nlp ! �2,仍需证 �2 = �̃nlp +
1�a
�̃nlp

.为此,从 �̃nlp的定义, 可知 (3.5)

有

�̃nlp =
�1 �

p
(�1 � 2�u)2 + 4a

2
=

2(�1�u � �2u � a)

�1 +
p

(�1 � 2�u)2 + 4a
.

利用 �1 = �2 = �u +
1
�u
,我们推出

�̃nlp =
�2 �

p
(�2 � 2�u)2 + 4a

2
=

2(1� a)

�2 +
p

(�2 � 2�u)2 + 4a
. (3.77)

这表明了 �2 = �̃nlp +
1�a
�̃nlp

.证明完成了.

因此,由 c�LLW 和 c̃
�
LLW 关于 � 的连续性 (参见, [96, 第三章的定理 4.2]),在

(3.73)里 � ! 0时满足

c1  �1, c2 � �2, c3 � �max{c̃LLW, �3}. (3.78)

通过相似的过程,我们可得到 (u�, v�)是 (3.68)的解当且仅当

(U
�
, V �) =

✓
u�,

v�

1� �

◆

是 8
<

:
@tU � @xxU = U(1� U � a�V ), (0,1)⇥ R,

@tV � d@xxV = r�V (1� b
�
U � V ), (0,1)⇥ R,

(3.79)
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的解, 其中 a� = (1 � �)a, r� = (1 � �)r 和 b
�
= b

1�� . 注意到对足够小的 � 有

��
1 = d(�+v ^

q
r�

d ) +
r�

�+
v ^

q
r�

d

< �1 = �2和 0 < a�, b
�
< 1.在 (1.2)里通过相互交

换 u和 v的角色,我们再次通过上面类似的证明和应用定理 3.1推出

c1 � �1, c2  �2 和 c3  �max{c̃LLW, �3}. (3.80)

由 ci  ci, (3.78), (3.80)和 �1 = �2的结合得到定理 3.2.

3.6 Girardin和和和 Lam的的的研研研究究究: 0 < a < 1 < b情情情形形形

迄今为止,我们研究弱竞争 (0 < a, b < 1)情形的 Hamilton-Jacobi方法,也

可应用于处理 (0 < a < 1 < b)情形,这种情形由 Girardin和 Lam [47]研究的.

对于已由 [47]完成研究的 Cauchy问题,这提供了一种比构造全局上-下解方法

更加明显直接的供选方法.类似于定理 3.1的证明,我们可证明以下结果.

定理 3.3 假设 0 < a < 1 < b和 �1 > �2. (u, v)是 (1.2)的解其初值满足

(H�).那么存在 c1, c2 2 (0,1)使得 c1 > c2 和,对每一个小的 ⌘ > 0,下列传播结

果成立: 8
>>>>>><

>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0,

lim
t!1

sup
x<(c2�⌘)t

(|u(t, x)� 1|+ |v(t, x)|) = 0.

(3.81)

准确的说,传播速度 c1和 c2可由以下确定:

c1 = �1, c2 = max{ĉLLW, ĉnlp},

其中 �1是定义在 (3.1), ĉLLW 表示 (1.2)的连接 (1, 0)和 (0, 1)的最小速度和 ĉnlp

由以下给定

ĉnlp =

8
>>><

>>>:

�1
2 �
p
a+ 1�a

�1
2 �

p
a
, �1 < 2�u, �1  2(

p
a+
p
1� a),

�̃nlp +
1�a
�̃nlp

, �1 � 2�u, �̃nlp 
p
1� a,

2
p
1� a, 其他,

(3.82)

和

�̃nlp =
1

2

h
�1 �

p
(�1 � 2�u)2 + 4a

i
. (3.83)
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由定理 3.3可知,传播速度 c2 由 �1 (即 c1)确定和 �u.在下文中,对固定的

�u,我们研究 c2和 �1的关系.定义辅助函数:

f(�1) =
�1
2
�
p
a+

1� a
�1
2 �
p
a
, g(�1) = �̃nlp +

1� a

�̃nlp
,

其中 �̃nlp由 (3.83)给定.容易可得 f 在 [2
p
1� a, 2(

p
1� a+

p
a)]内是递减和双

射的,而 g在

8
><

>:

h
2
p
1� a,�u +

p
1� a+ a

�u�
p
1�a

i
, �u �

p
1� a,

⇣
�u +

p
1� a+ a

�u�
p
1�a

,1
⌘
, �u <

p
1� a,

是递减和双射. 更准确地说,有

8
>><

>>:

f�1(c2) = c2 �
p

c22 � 4(1� a) + 2
p
a,

g�1(c2) = �u +
c2�
p

c22�4(1�a)

2 + a

�u�
c2�
p

c22�4(1�a)

2

.

当 �1 ! 1考虑到 �̃nlp ! �u,有 g1 := g(1) = �u +
1�a
�u

. 对固定的 �u 和

�+v (或 �1)变化,由定理 3.3,可如下重写传播速度 c2.

(a) 对于 g1  ĉLLW,有:

(a1) 如果 �u � (
p
a+
p
1� a),那么

c2 =

8
<

:
f(�1), max{2

p
dr, �2}  �1  f�1(ĉLLW),

ĉLLW, �1 > f�1(ĉLLW),

与 �u无关;

(a2) 如果
p
dr  �u <

p
a+
p
1� a和 g�1(ĉLLW) > 2�u,那么

c2 =

8
>>><

>>>:

f(�1), max{2
p
dr, �2}  �1 < 2�u,

g(�1), 2�u  �1 < g�1(ĉLLW),

ĉLLW, �1 � g�1(ĉLLW);
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(a3) 如果 �u <
p
dr,那么

c2 =

8
<

:
g(�1), max{2

p
dr, �2}  �1 < g�1(ĉLLW),

ĉLLW, �1 � g�1(ĉLLW);

(b) 对于 g1 > ĉLLW,有:

(b1) 如果 �u � (
p
a+
p
1� a),那么

c2 =

8
<

:
f(�1), max{2

p
dr, �2}  �1  f�1(ĉLLW),

ĉLLW, �1 > f�1(ĉLLW),

与 �u无关;

(b2) 如果
p
dr  �u <

p
a+
p
1� a,那么

c2 =

8
<

:
f(�1), max{2

p
dr, �2}  �1 < 2�u,

g(�1), �1 � 2�u;

(b3) 如果 �u <
p
dr,那么

c2 = g(�1), �1 � max{2
p
dr, �2}.

对 (a) g1  ĉLLW,给定在 (a1)-(a3)的传播速度 �1 和 c2 的关系在图 3.2里

说明. 因此我们得到 (1.2)的精确的传播速度,他们完全都由 �u, �+v 2 (0,1)确

定.遍历所有 �u,可达速度 �1 和 c2 的集合与 [47, 图 1.1]一致.特别的,下面命

题是定理 3.3的直接结果,通过阐明初值指数衰减率 (�u, �+v )的作用,这提高了

[47, 定理 1.3].

命题 3.4 让 (c, c) 2 (2
p
dr,1)⇥ (ĉLLW,1)使得 c > c.

(a) 如果 c < f(c),那么 (c, c)不是初值为 (H�)的 (1.2)的解的传播速度对.

(b) 如果 c = f(c), 那么存在唯一的 �+v = 1
2d(c �

p
c2 � 4dr) 使得对 �u 2

[c/2,1)有 (c, c)是初值为 (H�)的 (1.2)的解的传播速度对.

(c) 如果 c > f(c),那么存在一对 (�+v ,�u)使得 (c, c)是初值为 (H�)的 (1.2)的

解的传播速度对.



82 相互作用物种的多波渐近传播

证明. (a)直接从 [47, 定理 1.2]可得.对于(b),有 c > ĉLLW � 2
p
1� a.因此从

(3.82)推出 (b).仍需证 (c).

首先, 定义 �+v = c�
p

c2�4dr
2d 2 (0,

p
r
d) 使得 c = �1 = d�+v + r

�+
v
. 因为

�1 在 (0,
p

r
d) 内是严格单调的, 这样 �+v 的选择是唯一的. 那么决定 �u 使得

c2 = c = �̃nlp +
1�a
�̃nlp

.

因为 c > f(c) � 2
p
1� a和 c > ĉLLW,为了满足 c2 = c,由 (3.82),必须有

�u 2 ( c�
p

c2�4a
2 , c

2)和

c = g(c), �̃nlp =
1

2

h
c�

p
(c� 2�u)2 + 4a

i
<
p
1� a. (3.84)

因此,它选取唯一的 �u 2 ( c�
p

c2�4a
2 , c

2)足够使得 (3.84)成立.

(i) 如果 c  2(
p
1� a +

p
a), 那么注意到当 �u 2 ( c�

p
c2�4a
2 , c

2), �̃nlp 2
(0, c/2�

p
a)关于 �u是递增的,所以

g(c) = �̃nlp +
1� a

�̃nlp
2 (f(c), c) ,

关于 �u 是递减的. 记 c 2 (f(c), c), 选择唯一的 �u 2 ( c�
p

c2�4a
2 , c

2) 使得

(3.84)成立;

(ii) 如果 c > 2(
p
1� a +

p
a), 那么为了在 (3.84) 里满足 �̃nlp <

p
1� a,

�u 2 ( c�
p

c2�4a
2 ,

c�
p

(c�2
p
1�a)2�4a

2 )是必须的.这种情况下,

�̃nlp 2
�
0,
p
1� a

�
因此 g(c) = �̃nlp +

1� a

�̃nlp
2
�
2
p
1� a, c

�
,

关于 �u是严格单调的,所以存在唯一的 �u使得 (3.84)成立.

这完成证明.

3.7 延延延展展展结结结果果果

在这节中,我们考虑下面的竞争系统:
8
>>>><

>>>>:

@tu� @xxu = u(1� u� av � h(t, x)), (0,1)⇥ R,
@tv � d@xxv = rv(1� bu� v � k(t, x)), (0,1)⇥ R,
u(0, x) = u0(x), R,
v(0, x) = v0(x), R,

(3.85)
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图 3.2 (a) g1  ĉLLW: c2(�1)的图形,其用实线表示,蓝色表示 f ,红色表示 g.

其中对某一 c0 2 R,有

lim
t!1

sup
x�c0t

(|h(t, x)|+ |k(t, x)|) = 0. (3.86)

这是为第四章研究三物种竞争扩散系统打下基础.

定理 3.4 假设 d, r, b > 0, 0 < a < 1和 �1 > �2, h(t, x), k(t, x)是非负的且

满足 (3.86).假设 (u, v)是 (3.85)的解其初值满足 (H�),和

c0 < �0
2, �0

2 = (�u ^
p
1� a) +

1� a

�u ^
p
1� a

.

那么,

c1 = c1 = �1, c2  max{cLLW, ĉnlp}, c2 � ĉnlp,
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其中 ci, ci (i = 1, 2)是定义在 (2.10).此外,对每一个小的 ⌘ > 0,

8
>>>>>><

>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(�1+⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(�1�⌘)t

(|u(t, x)|+ |v(t, x)� 1|) = 0,

lim
t!1

inf
(c0+⌘)t<x<(c2�⌘)t

u(t, x) > 0,

(3.87)

其中 �1, �2是定义在 (3.1)且 cLLW, ĉnlp分别由定理 1.1和 3.1给定.

证明. 这个证明能模仿定理 3.1的证明.

步骤 1. c1  �1 和 c2  �2 的估计能通过命题 3.1里相似的证明得到,这里忽略

了细节.

步骤 2.证明对每一个小的 ⌘ > 0,有

lim inf
t!1

u(t, (�0
2 � ⌘)t) > 0, lim inf

t!1
v(t, (�1 � ⌘)t) > 0. (3.88)

仅证明第一个因为第二个的证明是类似的.对 �u �
p
1� a情形,由 (3.86)和

c0 < �0
2,对足够大的 T 来说,系统 (3.85)在 {(t, x) : x � c0+�0

2
2 t, t � T}内与 (1.2)

是近似相同的,所以通过与第二章命题 3.1中步骤 4里相似的证明推出 (3.88).

仍需考虑 �u <
p
1� a的情形.

固定任意的 c0 2 (max{ c0+�0
2

2 , 2
p
1� a}, �0

2). 这足以证明存在正的常数

�, �̃1, �̃2, T 使得 �̃1 < �̃2和

u(t, x+ c0t) � �

4
max

nh
e��̃1x � e��̃2x

i
, 0
o
, t � T, x � 0. (3.89)

这表明对每一个 c0 2 (max{ c0+�0
2

2 , 2
p
1� a}, �0

2)有 c2 � c0,即, c2 � �0
2.

为此,选择足够小的 �1 > 0使得

�̃1 :=
1

2

h
c0 �

p
(c0)2 � 4(1� a� 2�1)

i
> �u. (3.90)

它是可能的因为 c0 < �0
2和 s 7! s�

p
s2�4(1�a)

2 是单调的,所以

1

2

h
c0 �

p
(c0)2 � 4(1� a)

i
>

1

2

h
�0
2 �

p
(�0

2)
2 � 4(1� a)

i
= �u.
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接下来,选择足够大的 T > 0使得

|h(t, x)|  �, t � T, x � c0t, (3.91)

和选择 � 2 (0, �1]使得

u(T, x) � �

4
e��̃1(x�c0T ), x � c0T, (3.92)

其中 (3.91)由于 (3.86)且注意 c0 > c0;和 (3.92)成立是由于在1上有 u(T, x) ⇠
e��ux和 �̃1 > �u (参见, [96, 第一章的推论 1]).通过 �̃1 < �̃2, �, �1, T ,的选择,有

u(t, x) := max

⇢
�

4

h
e��̃1(x�c0t) � e��̃2(x�c0t)

i
, 0

�
, (3.93)

是 KPP方程

@tu = @xxu+ ru(1� a� h(t, x)� u), (t, x) 2 ⌦, (3.94)

的下解,其中 ⌦ := {(t, x) : t � T, x � c0t}.

对于 � 2 (0, �1]待以后指定,定义

u(t, x) := max

⇢
�

4

h
e��̃1(x�c0t) � e��̃2(x�c0t)

i
, 0

�
, (3.95)

其中 �̃1 是给定在 (3.90)和 �̃2 = 1
2

h
c0 +

p
(c0)2 � 4(1� a� 2�)

i
.将选择 T > 0

和 � 2 (0, �1]使得
8
>><

>>:

@tu� @xxu� u(1� a� h(t, x)� u)  �u (2� � h(t, x)� u)  0, ⌦,

u(t, c0t) � 0 = u(t, c0t), t � T,

u(T, x) � �
4e

��̃1(x�c0T ) � u(T, x), x � c0T,

即, u和 u是 KPP方程

@tu = @xxu+ ru(1� a� h(t, x)� u), (t, x) 2 ⌦, (3.96)

的一对上下解,其中 ⌦ := {(t, x) : t � T, x � c0t}.因此,通过比较可知, (3.89)成

立.

进行进一步的,正如在第 3.3节,基于伸缩变换 (3.13),引入WKB变换 w✏
2,

它由以下给定

w✏
2(t, x) = �✏ log u✏(t, x),
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满足方程:
8
<

:
@tw✏

2 � ✏@xxw✏
2 + |@xw✏

2|2 + 1� u✏ � av✏ � h✏ = 0, (0,1)⇥ R,

w✏
2(0, x) = �✏ log u✏(0, x), R.

这里 h✏(t, x) = h( t✏ ,
x
✏ ).由注记 3.3,也利用半放松极限方法和引入 w⇤

2 和 w2,⇤.由

(3.88),有

lim inf
✏!0

u✏(t, (�0
2 � ⌘)t) > 0,

和 u✏的上界是 1.通过定义,有

w⇤
2(t, (�

0
2 � ⌘)t) = w2,⇤(t, (�

0
2 � ⌘)t) = 0. (3.97)

步骤 3.证明 c1 � �1.

由 (3.88)和 c1的定义可得 c1 � �1.

步骤 4.证明 c2 � ĉnlp.

由步骤 1和 h � 0,有

0  lim sup
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

v✏(t0, x0)  �{x�1t}.

考虑到 �0
2 > c0,选择 0 < ⌘ ⌧ 1使得 �0

2 � ⌘ > c0.应用 (3.86)我们得到

lim
✏!0

sup
x�(�0

2�⌘)t
h✏(t, x) = 0.

基于 (3.97),与引理 3.3类似,我们可推出 w⇤
2 是

8
>>><

>>>:

min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{x�1t}, w} = 0, x > (�0
2 � ⌘)t,

w(0, x) = �ux, x � 0,

w(t, (�0
2 � ⌘)t) = 0, t � 0,

的粘性下解.

然后通过构造相同的粘性上解应用引理 3.6相同的证明推出 c2 � ĉnlp.

步骤 5.证明 c2  max{cLLW, ĉnlp}和 (3.87).

再次由 (3.86),与推论 3.1相似,我们推出

lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

v✏(t0, x0) � �{�2t<x<�1t},
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所以如引理 3.7应用 (3.97)推出 w2,⇤是

8
>>><

>>>:

min{@tw + |@xw|2 + 1� a�{�2t<x<�1t}, w} = 0, x > (�0
2 � ⌘)t,

w(0, x) = �ux, x � 0,

w(t, (�0
2 � ⌘)t) = 0, t � 0,

粘性上解.那么通过命题 3.2的相同证明我们得到 c2  max{cLLW, ĉnlp}.最后如
定理 3.1相似的证明我们推出 (3.87),因此完成了定理 3.4的证明.

3.8 Hamilton-Jacobi方方方程程程的的的比比比较较较原原原理理理

这节致力于证明不连续的粘性上下解和分段的 Lipschitz 连续的 Hamil-

tonian 的 Hamilton-Jacobi 方程的比较原理. 此证明受启发于在 Ishii [63] 和

Tourin [94] (也可参见 [4, 22, 44])里的证明. Ishii使用了在 [4]里的一个至关重

要的观察去证明对不连续的上下解且非凸但连续的 Hamiltonian的 Hamilton-

Jacobi方程的比较原理,而 Tourin给出了分段 Lipschitz连续的 Hamiltonian的

Hamilton-Jacobi方程的唯一性.对非线性一阶偏微分方程粘性解的唯一性首次

由 Crandall和 Lions [25]提出的,然后 Crandall, Ishii和 Lions [27]给出了一个

更简单的证明. Ishii [62]研究仅时间可测的不连续的 Hamiltonian和 Tourin和

Ostrov [85]基于动力规划原理研究分段的 Lipschitz连续的,凸的 Hamiltonian.

假设 ⌦在 (0, T ] ⇥ RN 内是一个光滑的区域,它可以是无界的或甚至就是

(0, T ]⇥ RN .不失一般性假设 T = sup{t > 0 : (t, x) 2 ⌦},和定义 ⌦的抛物边界

为

@p⌦ = {(t, x) 2 @⌦ : t 2 [0, T )}.

考虑下面 Hamilton-Jacobi方程:

min{@tw +H(t, x, @xw), w � Lt} = 0, ⌦. (3.98)

让 H⇤和 H⇤分别是 H的上半连续 (usc)和下半连续 (lsc)的.准确地说,

H⇤(t, x, p) = lim sup
(t0,x0)!(t,x)

H(t0, x0, p), H⇤(t, x, p) = lim inf
(t0,x0)!(t,x)

H(t0, x0, p).
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3.8.1 粘粘粘性性性解解解的的的定定定义义义

一个下半连续 (lsc)的函数w是 (3.98)的粘性上解如果在⌦上有w�Lt � 0

且对所有的试验函数 ' 2 C1(⌦),如果 (t0, x0) 2 ⌦是 w � '的一个严格的局部
最小值点,那么

@t'(t0, x0) +H⇤(t0, x0, @x'(t0, x0)) � 0

成立; 一个上半连续 (usc) 的函数 w 是 (3.98) 的粘性下解如果对所有的试验

函数 ' 2 C1(⌦),如果 (t0, x0) 2 ⌦是 w � '的一个严格的局部最大值点且有
w(t0, x0)� Lt0 > 0,那么

@t'(t0, x0) +H⇤(t0, x0, @x'(t0, x0))  0

成立.最后, w是 (3.98)的粘性解当且仅当 w既是 (3.98)的粘性上解又是 (3.98)

的粘性下解.

⌦ 和 H : ⌦ ⇥ RN ! R 一些另外的假设. 换句话说, 存在一个闭集 � ⇢
[0, T ] ⇥ RN 和对每一个 R > 0, 一个连续函数 !R : [0,1) ! [0,1) 使得

!R(0) = 0和对 r > 0有 !R(r) > 0,使得下面成立:

(A1) H 2 C((⌦ \ �)⇥ RN);

(A2) 对每一个 (t0, x0) 2 (⌦ \ �) \ ((0, T ) ⇥ BR(0)), 对于 t, x, y, p , k(t, x) �
(t0, x0)k+ k(t, y)� (t0, x0)k < �0和 p 2 RN ,存在一个常数 �0 = �0(R) > 0,

使得

H(t, y, p)�H(t, x, p)  !R (|x� y|(1 + |p|)) ;

(A3) 对每一个 (t0, x0) 2 ⌦ \ � \ ((0, T )⇥ BR(0)),对所有的 p 2 RN 和 s, t, y, x

满足 8
<

:
k(t, x)� (t0, x0)k+ k(s, y)� (t0, x0)k < �0,��� (t�s,x�y)
k(t�s,x�y)k � (h0, k0)

��� < �0,

存在一个常数 �0 = �0(R) > 0和一个单位向量 (h0, k0) 2 R⇥ RN 使得

H⇤(s, y, p)�H⇤(t, x, p)  !R ((|t� s|+ |x� y|)(1 + |p|)) ;
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(A4) 存在某一M � 0使得对每一个 � 2 [0, 1)和 x0 2 RN ,对所有的 p 2 RN ,

(t, x) 2 ⌦, if ✏ 2 [0, ✏̄(�, x0)],存在常数 ✏̄(�, x0) > 0和 C̄(�, x0) > 0,如果

✏ 2 [0, ✏̄(�, x0)],那么

H

✓
t, x,�p� ✏(x� x0)

|x� x0|2 + 1

◆
�M  � (H(t, x, p)�M) + ✏C̄(�, x0).

定理 3.5 假设 H 满足 (A1)-(A4)的假定. w和 w是 (3.98)的一对粘性上

下解且在 @p⌦上有 w � w,那么

w � w, ⌦.

注记 3.4

H(t, x, p) = H(p) +R(x/t),

其中H关于 p是凸的和强制的,和 s 7! R(s)是有界变差和对某些M � 0满足

|R(s)| M .那么容易验证 (A1)-(A4)成立.尤其,它可应用于本章和第四章.

假设 (A3) 等价于 [22] 的“局部单调条件”. 验证假设 (A1)-(A4) 更多的

Hamiltonians的例子参见 [22, 63].

证明. 假设定理不成立,则有

sup
⌦
(w � w) > 0. (3.99)

步骤 1.不失一般性,在 (A4)假设中令M = 0.事实上,如果做变量变换w0(t, x) =

w(t, x) +Mt和 w0(t, x) = w(t, x) +Mt,那么 w0, w0分别是将 (3.98)里的 L替换

成 L0 = L +M 和 H(t, x, p)替换成 H 0(t, x, p) = H(t, x, p) �M 的下解和上解.

这个函数 H 0 满足 (A1)-(A4)的假设其M = 0.因此在证明过程中假设 (A4)中

M = 0.

步骤 2.对某一K > 0在另外的假设下 w  K 足够证明 w  w .

如果在 ⌦内 w 是无界的,然后固定一个常数 K > 0和取光滑函数的序列

{gj}满足 gj(r)% min{r,K}和对所有的 r 2 R有

0  g0j(r)  1, g0j(r)r  r, gj(r)  min{r,K}.
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那么 ŵ := gj(w)是 (3.98)的粘性下解,因为在 {(t, x) : ŵ � Lt > 0} ⇢ {(t, x) :
w � Lt > 0}域中,应用假设 (A4)满足

@tŵ +H⇤(t, x,Dŵ) = g0k(w)@tw +H⇤(t, x, g0k(w)Dw)

 g0k(w) [@tw +H⇤(t, x,Dw)]  0.

由粘性上下解的稳定性质 [1, 定理 6.2], j ! 1时我们推出对每个 K > 0可知

min{w,K}是 (3.98)的粘性下解.现仍需证定理 3.5粘性下解都是有上界的,因

为

min{w,K}  w, 对所有的K > 0 ) w  w.

对 �, � 2 (0, 1),标记

W (t, x) = �2w(t, x)� w(t, x)� �( (x) + Ct+
1

T � t
)� ��Ct,

其中  (x) = 1
2 log(|x|

2 + 1)和 C = C̄(�, 0)在假设 (A4)给的.

步骤 3.选择 �% 1, � 2 (0, ✏̄(�, 0)], R > 0和 (t0, x0) 2 ⌦R := ⌦\ [(0, T )⇥BR(0)]

使得

W (t0, x0) = max
⌦R

W (t, x) = max
⌦

W (t, x) > 0. (3.100)

从 (3.99)和步骤 3,固定 �% 1 和 � & 0使得

sup
⌦

W (t, x) > 0, W (t, x)  � �

T � t
, @p⌦.

因为当 R!1时有  (R)!1和 w � w  K,我们得到当 R!1时有

sup
(t,x)2⌦: |x|=R

W (t, x)! �1,

由此固定R� 1所以max
⌦R

W (t, x) = max
⌦

W (t, x) > 0成立.仍需注意在⌦R上最

大值点 (t0, x0)在内部达到,因为当 t = T 时或当 (t, x) 2 @p⌦时有W (t, x) < 0.

步骤 4. x0由步骤 3给定,固定足够小的 ✏ > 0以便于

✏C̄(�, x0)  C̄(�, 0), �✏  ✏̄(�, x0), (3.101)

和定义

W̃ (t, x) := W (t, x)� ��✏ (x� x0)�
1

2
|t� t0|2, (3.102)
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其中  (x) = 1
2 log (|x|

2 + 1) 和 C = C̄(�, 0) 是之前给定的. 那么, (t0, x0) 是

W̃ (t, x)的严格全局最大值点.定义

 ↵,�(t, x, s, y) =�
2w(t, x)� w(s, y)� �( (x) + Ct+

1

T � t
)� ��(✏ (x� x0) + Ct)

� ↵

2
|x� y|2 � �

2
|t� s|2 � 1

2
|t� t0|2.

步骤 5.称存在 ↵ > 0使得如果 min{↵, �} � ↵,那么

(i)  ↵,� 在 ⌦R ⇥ ⌦R内有局部的最大值点 (t1, x1, s1, y1);

(ii)  ↵,�(t1, x1, s1, y1) � W̃ (t0, x0) = W (t0, x0) > 0;

(iii) min{↵, �}!1, �|t1 � s1|2 + ↵|x1 � y1|2 ! 0;

(iv) min{↵, �}!1, (t1, x1)! (t0, x0)和 (s1, y1)! (t0, x0),

其中 ⌦R = ⌦ \ [(0, T ) ⇥ BR(0)]. 由步骤 2, 有 w � 0 和 w  K, 我们可得

sup⌦R⇥⌦R
 ↵,�  K,其与 ↵和 �无关,有一个最大值点 (t1, x1, s1, y1) 2 ⌦R⇥⌦R.

由 (3.100),有

 ↵,�(t1, x1, s1, y1) � max
⌦R

 ↵,�(t, x, t, x) = W̃ (t0, x0) = W (t0, x0).

这证明了 (ii).

此外,有界性使得 �|t1 � s1|2 + ↵|x1 � y1|2 = O(1).称 (t1, x1) ! (t0, x0)和

(s1, y1) ! (t0, x0).取一个子序列得到 (t̂, x̂)使得当 min{↵, �} ! 1, (t1, x1) !
(t̂, x̂)和 (s1, y1)! (t̂, x̂).由 (ii),有

↵

2
|x1 � y1|2 +

�

2
|t1 � s1|2  �W̃ (t0, x0) + (W̃ (t1, x1) + w(t1, x1))� w(s1, y1).

让 min{↵, �} ! 1, 那么 (t1, x1, s1, y1) ! (t̂, x̂, t̂, x̂). 利用 W̃ (t, x) � w(t, x) 和

�w(s, y)在 ⌦都是上半连续的事实,当min{↵, �}!1时可取 limsup然后推出

0  lim sup


↵

2
|x1 � y1|2 +

�

2
|t1 � s1|2

�
 �W̃ (t0, x0) + W̃ (t̂, x̂)  0.

因为 (t0, x0) 是 W̃ 的一个严格最大值点, 有 (t̂, x̂) = (t0, x0). 这完成了 (iii) 和

(iv).
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最后,当min{↵, �}足够大时, (t1, x1, s1, y1)! (t0, x0, t0, x0),因此在⌦R⇥⌦R

内必须是内部点.这证明了(i).

步骤 6.证明下列不等式:

�

T 2
 H⇤(s1, y1,↵(x1 � y1))�H⇤(t1, x1,↵(x1 � y1)) + |t1 � t0|. (3.103)

注意 (t1, x1)是函数 w(t, x)� '(t, x)的内部极大值点,其中

'(t, x) =
1

�2
[w(s1, y1) + �( (x) + Ct+

1

T � t
) + ��(✏ (x� x0) + Ct)

+
↵

2
|x� y1|2 +

�

2
|t� s1|2 +

1

2
|t� t0|2].

并且 w(t1, x1) > 0,其是 w(s1, y1) � 0和  ↵(t1, x1, s1, y1) > 0的结果.由 w的定

义是 (3.98)的粘性下解,有

1

�2


�(C +

1

(T � t1)2
+ �C) + �(t1 � s1) + (t1 � t0)

�

+H⇤

✓
t1, x1,

1

�2
(�Dx (x1) + ��✏Dx (x1 � x0) + ↵(x1 � y1))

◆
 0,

其重写为

�(C +
1

T 2
+ �C) + �(t1 � s1) + (t1 � t0)

+ �2H⇤

✓
t1, x1,

1

�
(�✏Dx (x1 � x0) + q̂)

◆
 0,

(3.104)

其中 q̂ = 1
� (�Dx (x1) + ↵(x1 � y1)). 考虑 D (x1 � x0) =

x1�x0
|x1�x0|2+1 ,利用假设

(A4)我们推出

� �(C +
1

T 2
+ �C)� �(t1 � s1)� (t1 � t0)

� �
⇥
H⇤ (t1, x1, q̂)� �✏C̄(�, x0)

⇤

� �H⇤

✓
t1, x1,

1

�
(�Dx (x1) + ↵(x1 � y1))

◆
� ��C,

其中最后一个不等式利用 ✏C̄(�, x0)  C̄(�, 0) = C (由 (3.101)).再一次应用假

设 (A4),有

� �(C +
1

T 2
+ �C)� �(t1 � s1)� (t1 � t0)

� [H⇤ (t1, x1,↵(x1 � y1))� �C]� ��C

� H⇤ (t1, x1,↵(x1 � y1))� �C � ��C,
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因此

�

T 2
+ �(t1 � s1) + (t1 � t0) +H⇤(t1, x1,↵(x1 � y1))  0. (3.105)

同样的方式, (s1, y1)是函数 w(s, y)�  (s, y)的内部极小值点且

 (s, y) =�2w(t1, x1)� �( (x1) + Ct1 +
1

T � t
)� ��( (x1 � x0) + Ct1)

� ↵

2
|x1 � y|2 � �

2
|t1 � s|2)� 1

2
|t1 � t0|2,

因此

�(t1 � s1) +H⇤(s1, y1,↵(x1 � y1)) � 0. (3.106)

从 (3.106)减去 (3.105),我们推出 (3.103).

由步骤 5 (iv), 当 min{↵, �} ! 1 时有 (t1, x1) ! (t0, x0) 和 (s1, y1) !
(t0, x0).在一方面,如果 (t0, x0) /2 �,那么无论任何时候 min{↵, �} � ↵1 都存在

↵1 > 0使得 (t1, x1)和 (s1, y1)进入 (t0, x0)的 (�0/2)邻域.固定 ↵和 � ! 1时,

取一序列,那么有

t1, s1 ! t̄, x1 ! x̄, y1 ! ȳ.

此外,由步骤 5,当 ↵!1有

t̄! t0, x̄! x0, ȳ ! x0, and ↵|x̄� ȳ|2 ! 0. (3.107)

因此,从 (3.103)和假设 (A2)我们推出

�

T 2
 H⇤(t̄, ȳ,↵(x̄� ȳ))�H⇤(t̄, x̄,↵(x̄� ȳ)) + |t̄� t0|

 !R

✓
↵|x̄� ȳ|2 + 1

↵

◆
+ o(1),

当 ↵足够大时我们可得到矛盾. 当 (t0, x0) 2 ⌦ \ �时证明了定理 3.5.

另一方面, (t0, x0) 2 �. �0和单位向量 (h0, k0) 2 R⇥RN 是在假设 (A3)给定

的.定义

 ̃↵,�(t, x, s, y) =�
2w(t, x)� w(s� ↵�1/2h0, y � ↵�1/2k0)

� �( (x) + Ct+
1

T � t
)� ��(✏ (x� x0) + Ct)

� ↵

2
|x� y|2 � �

2
|t� s|2 � 1

2
|t� t0|2.

(3.108)



94 相互作用物种的多波渐近传播

通过重复步骤 5和 6,我们又一次得到

�

T 2
 H⇤(t̄�↵�1/2h0, ȳ�↵�1/2k0,↵(x̄� ȳ))�H⇤(t̄, x̄,↵(x̄� ȳ))+ |t̄� t0| (3.109)

对某 t̄, x̄, ȳ 使得对所有大的 ↵, (t̄, x̄), (t̄, ȳ)进入 (t0, x0)的 (�0/2)邻域和 (3.107)

成立.此外,通过验证

((t̄� ↵�1/2h0)� t̄, ȳ � ↵�1/2k0 � x̄)

k((t̄� ↵�1/2h0)� t̄, ȳ � ↵�1/2k0 � x̄)k = � (↵�1/2h0, x̄� ȳ + ↵�1/2k0)

k(↵�1/2h0, x̄� ȳ + ↵�1/2k0)k

= � (h0,
p
↵(x̄� ȳ) + k0)

k(h0,
p
↵(x̄� ȳ) + k0)k

! (h0, k0) as ↵!1,

应用假设 (A3)到不等式 (3.109)我们得到

�

T 2
 !R

⇣h
↵�1/2(h0 + |k0|) + |x̄� ȳ|

i
(1 + ↵|x̄� ȳ|)

⌘
+ |t̄� t0|

 !R

✓
|x̄� ȳ|+ ↵|x̄� ȳ|2 + C0(

p
↵|x̄� ȳ|+ 1p

↵
)

◆
+ |t̄� t0|.

让 ↵!1,相似地,我们推出矛盾.

定理 3.5的一个直接结果是下面唯一性的结果.

推论 3.2 假设 Hamiltonian H 满足 (A1)-(A4).假设 (3.98)有一个连续的

粘性解 w.那么,在所有 (连续的)粘性解的意义下 w是 (3.98)的唯一的粘性解.
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第第第四四四章章章 三三三物物物种种种竞竞竞争争争系系系统统统的的的堆堆堆叠叠叠入入入侵侵侵波波波传传传播播播速速速度度度

4.1 假假假设设设和和和主主主要要要结结结果果果

生物入侵 (或者传播)在生态学是基本的和重要研究的课题,如 [89].迄今为

止,数学研究主要集中在单物种和双物种模型上,在这些模型中,物种入侵的传

播速度的确定归因于潜在的动力系统的保序性.本章主要研究完全耦合的三个

竞争物种系统 (1.3),难点在于此系统缺乏单调性,无法应用比较原理.

4.1.1 前前前两两两个个个物物物种种种的的的传传传播播播速速速度度度

当 u3 ⌘ 0时,系统 (1.3)可归结为双物种竞争系统
8
>><

>>:

@tu1 � d1@xxu1 = r1u1(1� u1 � a12u2), (0,1)⇥ R,
@tu2 � @xxu2 = u2(1� a21u1 � u2), (0,1)⇥ R,

ui(0, x) = ui,0(x), R, i = 1, 2.

(4.1)

当 a21 < 1 < a12 (即第二个物种竞争强于第一个), 和 u1,0 和 1 � u2,0 都是非

负的, 紧的且上界为 1, 由 Li 等 [71] 的经典传播结果表明存在唯一的 ĉLLW 2
[2
p
1� a21, 2]使得 u2以 ĉLLW的速度入侵 u1,即

8
>><

>>:

lim
t!1

sup
x>(ĉLLW+⌘)t

(|u1(t, x)� 1|+ |u2(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
0x<(ĉLLW�⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)� 1|) = 0.
(4.2)

此外, ĉLLW 与系统 (4.1)的连接 (1, 0)和 (0, 1)存在的行波解的最小波速相同.对

系统 (4.1)在被入侵的平衡点 (1, 0)上进行线性化,表明 ĉLLW � 2
p
1� a21.

当 ĉLLW = 2
p
1� a21时,此时传播速度 ĉLLW 是线性确定的.在这种情形下,

所产生的入侵波是一种“pulled wave”,即入侵种群受到前沿种群增长的刺激.

当 ĉLLW > 2
p
1� a21时,此时传播速度 ĉLLW是非线性确定的.在这种情形下,由

此产生的入侵波是一种“pushed wave”,也就是说,入侵是由种群的所有组成

部分推动的.因此,“pushed wave”是一种机制,可以加速紧支集种群的入侵.

“Pushed wave”的一个信号是它在 x =1处的快速指数衰减 [3, 86].
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当这两个物种入侵空白的栖息地时,另一种加快速度的机制就会生效.即当

u1,0 和 u2,0 都是紧支集时. Shigesada和 Kawasaki [89]提出了这个问题,因为他

们认为在最后一个冰河时代末期 (约 1.6万年前)有两种或两种以上的树种入侵

北美大陆 [28]. Lin和 Li [73]首先考虑了双物种竞争的情况,在 [47]中通过构造

全局上下解,完全解决了初值为紧支集的情形.也可参见 [68]得到了整体解的存

在性,当 t!1时他们是堆叠波.对两个物种系统而言, (4.4)变成

d1r1 > 1 和 a21 < 1 < a12. (4.3)

第一个条件表明,在缺乏竞争下, u1 传播快于 u2.第二个条件表明 u2 竞争强于

u1.

定理 4.1 ([47]) 假设 (4.3)成立. (ui)2i=1是 (4.1)的解其紧支集初值是非负

和非平凡的.那么对每一个小的 ⌘ > 0,下面的传播结果成立:

8
>>>>>><

>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u1(t, x)� 1|+ |u2(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
0x<(c2�⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)� 1|) = 0.

这里传播速度为 c1 = 2
p
d1r1和

c2 =

8
<

:
max

n
ĉLLW, c12 �

p
a21 +

1�a21
c1/2�

p
a21

o
, 如 c1 < 2(

p
a21 +

p
1� a21),

ĉLLW, 否则 ,

其中 ĉLLW 2 [2
p
1� a21, 2]由 (4.2)给定的传播速度.

由 (4.3),注意到 c1 > 2.当 c1 = 2
p
d1r1 & 2 (如通过改变 r1),第二个物种的

速度接近 2,其大于 ĉLLW.这种速度增强机制由 Holzer和 Scheel [53]在 a12 = 0

时首次发现 (在这种情形下 (4.1) 解耦). 在 [47] 中, 它被称为一种“nonlocally

pulled wave”:由于 c2 依赖于 c1,它被称为‘nonlocally’,由于它是缓慢衰减

的,所以它被认为是一种 “pulled wave” (进一步讨论请参见第二章).弱竞争

(0 < a12, a21 < 1)情形,随后在第二,三章中得到解的渐近估计.一个重要的观察

是,快速移动的波可以影响较慢移动的波,但反之则不然.这使我们能够从最快

的到最慢的分别估计每个入侵波.与 [47]相比,所有的速度都是由一对单一的全

局上下解一次性决定的,这个新的观点打开了分析更一般的非合作系统的大门.
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本章我们感兴趣的是三物种竞争系统 (1.3),满足竞争层次必要条件:

d3r3 < 1 < d1r1, a21 < 1 < a12 和 a31 + a32 < 1, (4.4)

这表明物种 u1, u2, u3从快到慢的顺序传播,且在缺少 u3下 u2能竞争性地排除

u1,但是两者最终会被 u3入侵.假设 (4.4).并初值满足以下条件之一.

(H1) 对 i = 1, 2, 3, ui,0 2 C(R; [0, 1])是非空的紧支集.

(H�) 对 i = 1, 2, ui,0 2 C(R; [0, 1])是非空的紧支集.和初值 u3,0 2 C(R; [0, 1])满
足 u3,0(x) > 0对所有的 x 2 R,和对某一 � 2 (0,1)有

0 < lim inf
x!1

e�xu3,0(x)  lim sup
x!1

e�xu3,0(x) <1.

为了便于讨论,我们将本章 ui 的最大和最小传播速度介绍如下 (单个物种

的相关概念见[50, 定义 1.2]):

8
>><

>>:

ci = inf {c > 0 | lim sup
t!1

sup
x>ct

ui(t, x) = 0},

ci = sup {c > 0 | lim inf
t!1

inf
ct�1<x<ct

ui(t, x) > 0},
对 i = 1, 2, 3.

注意到 ci � ci.此外,物种 ui在 [5, 6]意义上有传播速度 ci当且仅当 ci = ci = ci.

与传播速度不同,这些最大最小速度是预先定义的,并且更容易估计.

不失一般性,假设 u3是最慢的物种.观察到较慢的波不影响较快的波,据此

两个较快物种的传播速度可由 [47]或第二、三章确定.为了说明这个定理,定义

“nonlocally pulled wave”的速度:

ŝnlp(c1) :=

8
<

:

c1
2 �
p
a21 +

1�a21
c1
2 �p

a21
, c1  2(

p
a21 +

p
1� a21),

2
p
1� a21, 否则.

(4.5)

(注意 ŝnlp 2 [2
p
1� a21, 2].)

定理 4.2 假设 (4.4) 成立和 ĉLLW = 2
p
1� a21 (即 ĉLLW 是线性确定的).

(ui)3i=1是 (1.3)的解使得下面条件其中一个成立:

(i) (H1)成立且 2
p
d3r3 < ŝnlp(2

p
d1r1);或者
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(ii) (H�) 成立对某些 � 2 (0,1),和 �3(�) < ŝnlp(2
p
d1r1),其中

�3(�) :=

8
<

:
d3�+ r3

� , 0 < � <
p

r3/d3,

2
p
d3r3, � �

p
r3/d3.

(4.6)

那么, c1 = 2
p
d1r1 和 c2 = ŝnlp(2

p
d1r1),有 c1 > c2 > �3(�) � c3 .此外,对每一

小的 ⌘ > 0,前两个物种传播性质满足

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u1(t, x)� 1|+ |u2(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(c2�⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)� 1|) = 0,

lim
t!1

sup
x>(c3+⌘)t

|u3(t, x)| = 0.

(4.7)

定理 4.2是第三章的定理 3.4的一个直接应用因此忽略的证明.因此,我们

可把问题简化为确定最慢物种的速度.

注记 4.1 由 [69,定理 2.1],对 ĉLLW = 2
p
1� a21的一个充分条件为 d1 = 1,

a21 < 1 < a12,和 a21a12 < max{1, 2(1� a21)}. (也可参见[3, 59].)然而,线性确定

的假设只是为了简单起见.事实上,通过在结论中替换 c2 = max{ŝnlp, ĉLLW},可
以消除这个假设.

定义 4.1 给定 c1, c2 2 (0,1)和 � 2 (0,1].我们说 (Hc1,c2,�)成立如果

(i) c1 > c2 > �3(�),

(ii) (ui)3i=1是 (1.3)的解其初值满足 (H�),和

(iii) 传播条件 (4.7)成立.

定理 4.2 的结论可以重新表示为 (Hc1,c2,�) 满足 c1 = 2
p
d1r1, 和对某一

� 2 (0,1]有 c2 = ŝnlp(c1).

注意到当 u3的指数衰减为 �时,定义在 (4.6)里的 �3(�),是 u3的传播速度

的上界.因此 (i)意味着这三个物种是按照从最快到最慢的顺序排列的.
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4.1.2 第第第三三三个个个物物物种种种的的的传传传播播播速速速度度度

下面假设对某些 c1, c2,�使得 (Hc1,c2,�)成立,并根据前两个物种的传播速度

推出第三个物种传播速度 c3的上界和下界估计.此外,将证明,如果 u3的入侵波

是“nonlocally pulled wave”,此估计是最佳的.

为此,我们引入速度 snlp = snlp(c1, c2,�)作为 Hamilton-Jacobi方程的粘性

解的自由边界点.

定义 4.2 给定 c1 > c2 > 0和 � 2 (0,1], ⇢nlp : [0,1) ! [0,1)是下面

Hamilton-Jacobi方程
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R(s), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.8)

的唯一粘性解,其中R(s) = r3(1� a31�{c2<sc1} � a32�{sc2})和 �S 是集合 S 的

指标函数.对粘性解的定义可参见定义 4.4.定义速度 snlp = snlp(c1, c2,�)作为边

界点,由如下

snlp = sup{s : ⇢nlp(s) = 0}, (4.9)

给定.

注记 4.2 snlp 是好的定义因为 ⇢nlp(s)关于 s是非负的和非递减 (参见引

理 4.6).当 a31 = a32 = 0的特殊情形时物种 u3 可以作为单个物种传播,不难知

道当 u3,0是紧支集,即 � =1,

⇢nlp(s) = max

⇢
s2

4d3
� r3, 0

�
和 snlp = 2

p
d3r3;

且当 � 2 (0,
p

r3/d3),

⇢nlp(s) = max
n
�
⇣
s� d3��

r3
�

⌘
, 0
o

和 snlp = d3�+
r3
�
.

当指数衰减率 �为次临界时,这个即为初值为紧支集的单一物种的经典 Fisher-

KPP (局部拉)波速度,并得到了 [95]的结果.

注记 4.3 下面结果将会在引理 4.7和命题 4.7里证明.

(i) 2
p

d3r3(1� a32)  snlp  �3(�),其中 �3(�)是定义在 (4.6).
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(ii) 如果 a31 < a32和 2
p
d3r3 < c2 < c1 < 2

p
d3r3(

p
a32 +

p
1� a32),那么

snlp > 2
p

d3r3(1� a32).

同时引入速度 cLLW,这归应于 Kan-on [66].

定义 4.3 设 cLLW 是行波解 (即 (u, v) = ('(x� ct), (x� ct))

(
@tu� @xxu = u(1� a21 � u� a23v), (0,1)⇥ R,
@tv � d3@xxv = r3v(1� a32u� v), (0,1)⇥ R,

(4.10)

的最小波速使得 lim
⇠!1

(', )(⇠) = (1 � a21, 0)和 lim
⇠!�1

(', )(⇠) = (u⇤, v⇤),其中

(u⇤, v⇤)是唯一稳定的常数平衡态且 v⇤ > 0.

注记 4.4 众所周知 cLLW 2 [2
p

d3r3(1� a32(1� a21)), 2
p
d3r3].此外, cLLW =

2
p

d3r3(1� a32(1� a21))如果 (参见引理 4.15和 [69, 定理 2.1])

d3 �
1

2
, a32(1� a21) < 1 <

a23
1� a21

和 a32a23 < 1.

现我们阐述本章的主要定理.

定理 A 假设竞争层次条件 (4.4),和加上,

d1 = 1 和 a31a12  a32. (4.11)

(ui)3i=1是 (1.3)的解且对某些 c1 > c2 > 0和 � 2 (0,1]有 (Hc1,c2,�)成立.那么最

大最小速度 c3, c3可以由以下估计.

2
p

d3r3(1� a31 � a32)  c3  c3  max{snlp(c1, c2,�), cLLW} < c2. (4.12)

此外,对每一个小的 ⌘ > 0 ,下面的传播结果成立:

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

lim
t!1

sup
x>(c1+⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)|+ |u3(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c2+⌘)t<x<(c1�⌘)t

(|u1(t, x)� 1|+ |u2(t, x)|+ |u3(t, x)|) = 0,

lim
t!1

sup
(c3+⌘)t<x<(c2�⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)� 1|+ |u3(t, x)|) = 0,

lim inf
t!1

inf
0x<(c3�⌘)t

u3(t, x) > 0.

(4.13)
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如果,加上, snlp(c1, c2,�) � cLLW,那么 u3的传播速度可以全由

c3 = c3 = snlp(c1, c2,�), (4.14)

确定.

注记 4.5 (i) 条件 (4.11)是必须的去确保 (参见命题 4.8)

lim
t!1

inf
(c2�⌘)t<x<(c2+⌘)t

(a31u1(t, x) + a32u2(t, x)) � min{a31, a32},

也就是说当 u2 侵占 u1 时没有 u3 可以利用的机会. 进一步讨论见注记

4.13.

(ii) 条件 snlp(c1, c2,�) � cLLW 对某些 � 2 (0,1]总是满足的.

当定理 A所有的假设,包括 (Hc1,c2,�),可以被验证时,请参阅推论 4.1和命

题 4.1可作为两个实例.

我们确定 u3在最终区域 {(t, x) : 0 < x < c3t}的渐近行为.

定理 B 假设 (ui)3i=1 是 (1.3)且初值为 u3,0 6⌘ 0的解.假设 a13, a23 > 1和

(4.4)成立.那么 c3 � 2
p
d3r3
p
1� a31 � a32,和每一小的 ⌘ > 0,

lim
t!1

sup
0<x<(c3�⌘)t

(|u1(t, x)|+ |u2(t, x)|+ |u3(t, x)� 1|) = 0. (4.15)

假设 (4.4)和 a13, a23 > 1意味着物种 u3对于 u1, u2而言是强竞争的,且因此

最终入侵和使得物种 u1, u2 灭绝.在子节 4.1.3中的数值说明,条件 a13, a23 > 1

可能是确保 (4.15)的最佳条件.

下面的结果给出了速度 snlp(c1, c2,�)的显式表达式.证明在 4.8节.

定理 C snlp 是对任意给定的 c1 > c2 > 0和 � 2 (0,1]定义在 (4.9)上的.

那么

snlp =

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

d3�nlp1 +
r3(1�a32)

�nlp1
, ⇣1 >

c2
2d3

, a31 < a32, 和 �nlp1 
q

r3(1�a32)
d3

,

d3�nlp2 +
r3(1�a32)

�nlp2
,

8
>>>>><

>>>>>:

⇣1  c2
2d3

,�nlp2 
q

r3(1�a32)
d3

和

(i) a31 < a32 或

(ii) a31 � a32 和 ⇣1 + ⇣2 <
c2
d3
,

2
p
d3r3(1� a32), 否则,

(4.16)



102 相互作用物种的多波渐近传播

其中 8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

⇣1 =

8
<

:

c1
2d3
�
q

r3a31
d3

, � � c1
2d3

,

c1
2d3
�
p

(c1�2d3�)2+4d3r3a31
2d3

, � < c1
2d3

,

⇣2 =
c2
2d3

+
q

r3(a31�a32)
d3

,

�nlp1 =
c2
2d3
�
q

r3(a32�a31)
d3

,

�nlp2 =
c2�
p

(c2�2d3⇣1)
2+4d3r3(a32�a31)

2d3
.

(4.17)

我们简要讨论本章与其他工作 [47]和第二、三章的区别.在 [47]中,双物种

系统 (4.1)生成了一个单调的动力系统,从而通过构造单对弱上下解,并在整个

区域 (0,1) ⇥ R应用比较原理得到结果.在第二、三章中,通过分析 Hamilton-

Jacobi方程所满足的函数 w2(t, x) = lim
✏!0
�✏ log u

�
t
✏ ,

x
✏

�
的极限, 我们获得 u沿着

射线 {(t, x) : x = c1t}的渐近行为,其在紧支集的初值下有

u(t, c1t) = exp (�(µ0 + o(1))t) , 其中 µ0 =
⇣c1
2
�
p
a21

⌘
(c1 � ŝnlp),

其中 c1 = 2
p
d1r1和 ŝnlp由 (4.5)给定.因此,我们可应用边界条件

(u, v)(0, t)! (1, 0), (u, v)(t, c1t)! (0, 1) 和 u(t, c1t) ⇠ e�µ0t, t� 1,

将方程 (1.2)限制在扇形区域 {(t, x) : 0  x  c1t}.因此,仅与行波解进行比较

就足以确定速度 c2.

处理三个物种竞争系统 (1.3)的主要困难在于,对于最慢物种 u3 的传播速

度,整个系统缺乏单调性.我们的第一个想法是在第二种和第三种物种之间使用

子系统 (4.10)来从上面估计 c3.然而, (4.10)不是最优的,因为我们在 (4.10)的第

一个方程令 u1 ⌘ 1和 (4.10)的第二个方程令 u1 ⌘ 0,而它应该在 ”正确的”系统

中保持 u1 ⇡ �{c2t<x<c1t}.事实上,当 a21 > 0时, (4.10)的行波解总是高估 c3.同

样地,此时我们试图从下面估计 c3 时, a31 > 0也会带来麻烦. (当它们中的任何

一个足够小时, c3可精确地确定,参见推论 4.1和命题 4.1.)

我们的第二个想法是直接估计 w3(t, x) = lim
✏!0
�✏ log u3

�
t
✏ ,

x
✏

�
,证明对x/t >

max{cLLW, snlp}有 w3(t, x) > 0,相当于 c3  max{cLLW, snlp}.虽然这不能通过
单一的比较来实现,但是我们可利用第二个物种 u2 来控制第一个物种 u1,并且

使用递归方法来逐步改进估计.定理 A进一步表明,在 snlp � cLLW 的情况下,估

计 (4.12)是最佳的.
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一个特定的实例当 a21很小,而其他参数 di, ri, aij 固定且满足

d1 = 1, a12 > 1, a32 
1

2
, a31 

a32
a12

, (4.18)

d3 �
1

2
, a13 > 1, 1 < a23 <

1

a32
, (4.19)

1p
d3(
p
a32 +

p
1� a32)

<
p
r3 <

1p
d3

, 1 <
p
r1 <

p
d3r3(

p
a32 +

p
1� a32).

(4.20)

时,我们可完全确定 u3的传播速度.

注记 4.6 满足 (4.18)-(4.20)的参数集是非空的.实际上,可以按以下顺序

选择 di, ri, aij:由 (4.18)确定 d1, a12, a32, a31,然后由 (4.19)确定 d3, a13, a23,最后

由 (4.20)确定 r1和 r3.

推论 4.1 除 a21外固定所有参数,满足 (4.18)-(4.20).那么存在 � > 0使得

对所有 a21 2 [0, �), (1.3)的解其初值满足 (4.13), (4.14)和 (4.15),有

c1 = 2
p
d1r1, c2 = 2

p
1� a21, c3 = c3 = snlp(c1, c2,1).

证明. 由 a31 < a32 (由 (4.18)) 和 (4.20) 的第二部分, 应用注记 4.3(ii) 去证明

snlp > 2
p

d3r3(1� a32) (在命题 4.7里证明),其中 snlp = snlp(2
p
d1r1, 2

p
1� a21,1).

通过取 a21充分小,进一步假设

a12a21 < 1, 2
p

d3r3(1� a32(1� a21)) < snlp, (4.21)

和

a32(1� a21) < 1 <
a23

1� a21
,

p
d3r3 <

p
1� a21,

p
a21 +

p
1� a21 <

p
r1.

(4.22)

接下来注意到 (4.4)和 (4.11)是 a21 2 (0, 1)和 (4.18)的结果.

有 ĉLLW = 2
p
1� a21 = ŝnlp(2

p
d1r1).第一个等式由 d1 = 1, a21 < 1 < a12

和注记 4.1里的 a12a21 < 1得到.第二个等式归应于 d1 = 1, (4.22)的第二个部分

和 (4.5).结合 (4.22)的中间部分,有

2
p

d3r3 < 2
p
1� a21 = ŝnlp(2

p
d1r1) 和 ĉLLW = 2

p
1� a21.
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因此,我们应用定理 4.2得到 (Hc1,c2,�)成立,其中

c1 = 2
p

d1r1, c2 = max{ŝnlp, ĉLLW} = 2
p
1� a21, � =1.

在验证了 (Hc1,c2,�), (4.4),和 (4.11)之后,应用定理 A.假设

snlp(c1, c2,1) � cLLW, (4.23)

那么第三个物种的传播速度可以由 snlp(c1, c2,1)唯一确定.同时因为 a13 > 1和

a23 > 1,应用定理 B我们推出 u3入侵最终区域时 (u1, u2, u3) ⇡ (0, 0, 1).

仍需证明 (4.23).为此,首先声明 cLLW = 2
p
d3r3

p
1� a32(1� a21).这是因

为 d3 > 1/2, a32(1� a21) < 1 < a23
1�a21

,和 a32a23 < 1.参见引理 4.15.

结合 cLLW = 2
p
d3r3

p
1� a32(1� a21) 和 (4.21) 的第二个部分, 我们得到

(4.23).这完成了证明.

推论 4.1参数的条件能进一步放松,如果我们允许 u3有指数衰减.

命题 4.1 假设竞争层次条件 (4.4)和 (4.11)成立,和

d3 �
1

2
, a12a21 < 1, 2

p
d3r3 < ŝnlp(2

p
d1r1), a13 > 1, a23 > 1. (4.24)

那么存在 � 2 (0,1] 和 � > 0 使得对任意 (1.3) 的解其初值满足 (H�) , 和

a31 2 [0, �),结论 (4.13), (4.14),和 (4.15)成立其中

c1 = 2
p

d1r1, c2 = ŝnlp(c1), c3 = c3 = snlp(c1, c2,�),

其中 ŝnlp(c1)由 (4.5)给定.

除了要求 a31 小,这里我们只需要技术条件 d3 � 1/2, (4.11),和 a21a12 < 1.

参数的所有其他条件都是自然的.命题 4.1的证明被推迟到 4.5节.

4.1.3 数数数值值值模模模拟拟拟

本小节给出系统 (1.3)其初值为紧支集的一些数值结果来说明我们的主要

结果.

在第一个数值结果中,我们模拟 u3 的速度来说明定理 A.系统 (1.3)的参

数, 除了 a21 , 都是固定的如 r1 = 1.08, d1 = 1, r3 = 1.1, d3 = 0.6, a12 = 1.2,

a31 = 0.1, a13 = 1.1, a32 = 0.4, a23 = 1.1. 可以直接验证 (4.18)-(4.20)是满足的.
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首先,取 a21 = 0.01,然后可知 cLLW = 2
p
d3r3

p
1� a32(1� a21) = 1.2628,

因为对所选的参数 cLLW线性确定的.我们应用二阶有限差分格式离散区域 [x, t]

,使用隐式欧拉格式数值求解系统 (1.3).注意小的 a21 = 0.01, u3 的传播速度可

以完全由 c3 = snlp > cLLW (推论 4.1)决定.这与图 4.1中的数值结果一致,说明

在这种情形下,定理 A中的估计 (4.12)是最佳的.但是,如果取 a21 = 0.5较大时,

由 snlp和 cLLW的表达式可知 snlp < cLLW ,以致推论 4.1不再适用,则在图 4.1中

显示 c3 < cLLW,其中 cLLW = 2
p
d3r3

p
1� a32(1� a21) = 1.4533.这表明, (4.12)

在所有情形下不一定都是最佳的,即得不到 c3 = max{snlp, cLLW}.在 snlp < cLLW

情形下 u3 的传播速度仍然是未知的.命题 4.6给出了 c3 的下界的改进估计,它

是与 cLLW相关的一个 Hamilton-Jacobi方程的自由边界点给定的.

0 100 200 300 400 500
1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

c3
cLLW

0 100 200 300 400 500
(b) a21=0.5

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

c3
cLLW

(a) a21=0.01

1.3719
1.4533

1.4198

1.2628

图 4.1 u3 的近似速度其初值为 u1(0, x) = u2(0, x) = u3(0, x) = �[0,10],和 (a) a21 = 0.01,

(b) a21 = 0.5,其中其他的参数为 r1 = 1.08, d1 = 1, r3 = 1.1, d3 = 0.6, a12 = 1.2, a31 = 0.1,

a32 = 0.4, a13 = 1.1, a23 = 1.1.

我们的下一个数值结果说明在定理 B 里条件 a13, a23 > 1是保证 (4.15)最

优的.对系统 (1.3)解的渐近行为在图 4.2里说明,分四种情形: (a) a13 > 1和

a23 < 1, (b) a13 < 1和 a23 > 1, (c) a13 < 1和 a23 < 1, (d) a13 > 1和 a23 > 1.注

意,定理 A与 a13 和 a23 无关,我们在模拟中选择的参数满足定理 A的假设.从

图 4.2可以看出,在 (d) a13 = a23 = 1.1 > 1的情形下, (1.3)的解的行为与定理 B

所预测的一致,即 u1和 u2在 u3的传播后将会灭绝.然而, a13 > 1和 a23 < 1,即

使它们接近 1,在图 4.2(a)中表明,物种 u2和 u3可在最终区域 {(t, x) : x < c3t}
共存,同样,当 a13 < 1和 a23 > 1时,物种 u1和 u3可共存;参见图4.2(b).有趣的

是,当 a13 < 1和 a23 < 1时,这三个物种可同时存在,在最终区域传播梯度的研
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究超出了本章的范围.

400 600 800 1000 1200 1400
(a) a13>1 and a23<1

0

0.5

1

u1
u2

u3

400 600 800 1000 1200 1400
(b) a13<1 and a23>1

0

0.5

1

u1
u2

u3

400 600 800 1000 1200 1400
(c) a13<1 and a23<1

0

0.5

1

u1
u2

u3

400 600 800 1000 1200 1400
(d) a13>1 and a23>1

0

0.5

1

u1
u2

u3

图 4.2 参数 a13 和 a23 不同时 (1.3)的解的渐近行为, 选择其他参数为 r1 = 1.08, d1 = 1,

r3 = 1.1, d3 = 0.6, a12 = 1.2, a21 = 0.3, a31 = 0.1, a32 = 0.4. (a), a13 = 1.1和 a23 = 0.9;

(b), a13 = 0.9和 a23 = 1.1; (c), a13 = 0.5和 a23 = 0.7; (d), a13 = 1.1和 a23 = 1.1.初值为

u1,0 = u2,0 = u3,0 = �[0,10].

4.1.4 本本本章章章的的的结结结构构构

4.2节介绍并回顾了一类 Hamilton-Jacobi方程的比较原理.这个不等式适

用于速度空间,它的解应在粘性的意义上理解. 4.3节,在假设 (Hc1,c2,�)下推出最

慢物种传播速度的上下界估计,在某些情形下,这估计是最佳的.本章的主要结

果,即定理 A,在 4.2和 4.3节中证明,这两节是自包含的.只对本章的主要结果

感兴趣的读者可以集中在这两节.

4.4节确定在第三种入侵波的伴随下齐次态的收敛性,并证明了定理 B. 4.5,

推出注记 4.3并证明命题 4.1,从而得到了完全确定传播速度的充分条件.最后,
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4.6节中包含了一些有用的引理,并在 4.7节中我们建立了引理 4.3和命题 4.2.

4.2 预预预备备备知知知识识识

在背景介绍中,有不同的变量,包括通过一些 Hamilton-Jacobi方程的粘性

解定义的 snlp.这里简要地解释这些量与物种的传播速度的联系.假设 u"(t, x)是

新的 Fisher-KPP方程

@tu" = "d̂@xxu" +
1

"
u"(r(t, x)� u"),

的解,其中 d̂ > 0是常数和 r(t, x)是有界函数.在 [38, 43] (也可参见 [15])观察到

传播现象可以用函数 w"(t, x) = �" log u"(t, x)很好地描述.此外,如果存在局部

一致的极限 w(t, x) = lim
"!0

w"(t, x),满足下面粘性意义上的一阶 Hamilton-Jacobi

方程:

min
n
@tw(t, x) + d̂|@xw(t, x)|2 + r(t, x), w(t, x)

o
= 0. (4.25)

那么,当 w(t, x) > 0时种群密度 u"(t, x)将指数收敛到 0,然而当 w(t, x) = 0时

u"(t, x)的下界为某个正常数.关于后一项的准确叙述,参见引理 4.4.

在特殊情形下 r(t, x) = R̂
�
x
t

�
(即它只依赖于 x/t),那么极限 w(t, x)可以表

示为 t⇢
�
x
t

�
,其中 ⇢为某些连续函数 (详细说明请参见注记 4.7).在这种情形下,

对 ⇢进行处理很方便,它满足速度 s = x/t一维空间中的简化方程. (参见命题

4.2的证明. )

min{⇢(s)� s⇢0(s) + d̂|⇢0(s)|2 + R̂(s), ⇢(s)} = 0. (4.26)

现在,如果有 ŝ > 0使得

⇢(s) = 0, 0 < s < ŝ, 和 ⇢(s) > 0, s > ŝ.

那么在 {(t, x) : x/t > ŝ}中,物种将指数收敛到零,并且在 {(t, x) : x/t < ŝ}中
有正下界,即它在 [5, 6]的意义上以速度 ŝ传播.这就引出了在本章中传播速度

以 (4.26)的自由边界点来定义.

接下来, 我们给出与 (4.26) 相关的粘性上下解的定义 (参见 [1, 节 6.1]).

(4.25)对应的定义类似且在第三章 3.8给定, 在第三章的定理 3.5中给出了比较

原理.出于本章目的,同章假设函数 R̂(s)是有界的且分段 Lipschitz连续的.
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定义 4.4 一个下半连续函数 ⇢̂是 (4.26)的粘性上解如果 ⇢̂ � 0,和对所有

的试验函数 � 2 C1
,如果 s0是 ⇢̂� �的一个严格的局部最小值点,那么

⇢̂(s0)� s0�
0(s0) + d̂|�0(s0)|2 + R̂⇤(s0) � 0.

一个上半连续函数 ⇢̂是 (4.26)的粘性下解如果对任意试验函数 � 2 C1
,如果 s0

是 ⇢̂� �的一个严格的局部最大值点使得 ⇢̂(s0) > 0,那么

⇢̂(s0)� s0�
0(s0) + d̂|�0(s0)|2 + R̂⇤(s0)  0.

最后, ⇢̂是 (4.26)的粘性解当且仅当 ⇢̂既是粘性上解又是粘性下解.

函数 R̂⇤和 R̂⇤上面出现的分别是R̂的上半连续和下半连续包络,即

R̂⇤(s) = lim sup
s0!s

R̂(s0) 和 R̂⇤(s) = lim inf
s0!s

R̂(s0).

引理 4.1 给定 cb 2 (0,1].函数 ⇢(s)在区间 (0, cb)上是 (4.26)的粘性下

解 (上解)当且仅当 w(t, x) = t⇢
�
x
t

�
在区域 {(t, x) : 0 < x < cbt}上是

min
n
@tw + d̂|@xw|2 + R̂ (x/t) , w

o
= 0 (4.27)

的粘性下解 (上解).

证明. ⇢(s)在 (0, cb)上是 (4.26)的粘性下解.验证 w(t, x) = t⇢
�
x
t

�
是 (4.27)的

粘性下解. 对任意试验函数 ' 2 C1 假设 w � ' 在点 (t⇤, x⇤) 上达到一个严格

的局部最大值使得 w(t⇤, x⇤) > 0.因为 w(t, x) = t⇢(xt ),我们推出 ⇢(x⇤
t⇤
) > 0和

⌧ 7! ⌧ t⇤⇢(
x⇤
t⇤
) � '(⌧ t⇤, ⌧x⇤)在 ⌧ = 1上有一个严格的局部最大值,为了方便令

s⇤ = x⇤/t⇤有

t⇤⇢ (s⇤)� t⇤@t'(t⇤, x⇤)� x⇤@x'(t⇤, x⇤) = 0. (4.28)

设 �(s) := '(t⇤, st⇤)/t⇤.容易验证 ⇢(s) � �(s)在 s = s⇤ 上取得严格的局部最大

值和 ⇢(s⇤) > 0.此外,由 (4.28),我们得到

@x'(t⇤, x⇤) = �0(s⇤) 和 @t'(t⇤, x⇤) = ⇢(s⇤)� s⇤�
0(s⇤).

因此在点 (t⇤, x⇤) ,直接计算满足

@t'+ d̂ |@x'|2 + R̂⇤ (x⇤/t⇤) = ⇢(s⇤)� s⇤�
0(s⇤) + d̂|�0(s⇤)|2 + R̂⇤ (s⇤)  0,
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其中最后一个不等式成立因为 ⇢是 (4.26)的粘性下解其中 �(s)是试验函数.因

此 w是 (4.27)的粘性下解.

反过来, w(t, x) = t⇢
�
x
t

�
是 (4.25)的粘性下解.选择任意试验函数 � 2 C1使

得 ⇢(s)� �(s)在点 s⇤上达到严格的局部最大值使得 ⇢(s⇤) > 0 .不失一般性,假

设 ⇢(s⇤)� �(s⇤) = 0.那么 w(t, x)� t�
�
x
t

�
� (t� 1)2 = t⇢

�
x
t

�
� t�

�
x
t

�
� (t� 1)2

在点 (1, s⇤)上达到严格的局部最大值.因此,由 w(t, x)是粘性下解,推出

�(s⇤)� s⇤�
0(s⇤) + |�0(s⇤)|2 + R̂⇤(s⇤)  0,

这表明 ⇢是 (4.26)的粘性下解.

对于粘性上解的等价证明是相似的,并略去.

现给出关于 (4.26)的比较结果.

引理 4.2 固定任意的 cb 2 (0,1]. ⇢和 ⇢在区间 (0, cb)上是一对 (4.26)的

粘性上解和下解其边界条件满足

⇢(0)  ⇢(0), lim sup
s!cb

⇢(s)

s
 lim inf

s!cb

⇢(s)

s
和 lim sup

s!cb

⇢(s)

s
<1. (4.29)

那么在 [0, cb]上有 ⇢ � ⇢.

证明. 如果 (0, cb)是有界区间,那么引理 4.2是 [94, 定理 2]的一个直接结果.仍

需考虑 cb =1的情形.定义

w(t, x) := t⇢
⇣x
t

⌘
和 w(t, x) := t⇢

⇣x
t

⌘
.

这里应用第三章的定理 3.5 推出简化后方程相应结果. 由引理 4.1, w 和 w 是

(4.27) 的一对粘性上解和下解. 仍需证明对 t > 0, x > 0 边界条件 w(t, 0) 
w(t, 0)和 w(0, x)  w(0, x),这可由下面计算可得.

w(t, 0) = t⇢(0)  t⇢(0) = w(t, 0) t � 0, (4.30)

和

w(0, x)  lim sup
t!0

h
t⇢
⇣x
t

⌘i
= x lim sup

s!1

⇢(s)

s
 x lim inf

s!1

⇢(s)

s

= lim inf
t!0

h
t⇢
⇣x
t

⌘i
 w(0, x),

(4.31)

其中应用了 (4.29). 因此, 应用第三章的定理 3.5 推出在 [0,1) ⇥ [0,1) 上有

w � w,这表明对 s 2 [0,1)有 ⇢(s) � ⇢(s).至此证明完成.
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此后,对某常数 r̂ > 0和 g : [0,1)! R令 R̂(s) = r̂ � g(s)使得

(Hg) 函数 g 是非负的, 有界和分段 Lipschitz 连续的, 且对某些 cg � d̂(�̂ ^q
r̂/d̂) + r̂

�̂^
p

r̂/d̂
有 spt g ⇢ [0, cg].

也就是考虑
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d̂|⇢0|2 + r̂ � g(s), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �̂.

(4.32)

我们提到对于本文导出的 Hamilton-Jacobi方程, (Hg)总是满足的.下一个结果

与 Hamilton-Jacobi方程的有界的传播速度有关.

引理 4.3 假设 (Hg)成立.那么对任意 , (4.32)存在唯一的粘性解 ⇢̂,它满

足

(a) 如果 �̂  cg
2d̂
,那么 s � cg 有 ⇢̂(s) = �̂s� (d̂�̂2 + r̂);

(b) 如果 �̂ > cg
2d̂
,那么

⇢̂(s) =

8
><

>:

�̂s� (d̂�̂2 + r̂), s � 2d̂�̂,

s2

4d̂
� r̂, cg  s < 2d̂�̂.

可知 (4.32) 的粘性解 ⇢̂ 的存在和唯一性参见 [26, 定理 2]. 设 ŵ(t, x) :=

t⇢̂
�
x
t

�
. 由引理 4.1, ŵ(t, x) 在 (0,1) ⇥ (0,1) 上是 (4.27) 的粘性解其边界为

w(t, 0) = 0和初值为 w(0, x) = h�̂(x),其中

h�̂(x) = �̂x, 0 < �̂ <1, 和 h1(x) =

8
<

:
0, x = 0,

1, x > 0.

对每种情形,都可以应用动态规划原理 (参见 [43, 定理 1]或 [38, 定理 5.1])推出

ŵ(t, x) = max{J(t, x), 0},其中

J(t, x) = inf
�

⇢Z t

0


|�̇(s)|2

4d̂
� r̂ + g(�(s))

�
ds+ h�̂(�(0))

�
,

这里的 infimum取所有的绝对连续路径 � : [0, t] ! [0,1),使得 �(t) = x.因此,

我们可如在第二章的 2.7节通过直接计算得到上述 (a)和 (b),其表明,粘性解

⇢̂(s)在区间 [cg,1)上不依赖于 g.或者,可以通过构造简单的上下解并应用引理

4.2得到.由于证明很简单但很繁琐,其将在 4.7节中给出.
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命题 4.2 假设 (Hg) 成立. 对每一 �̂ 2 (0,1], w̃(t, x) 是 (4.25) 的粘性上

解 (下解), 其中 r = r̂ � g(x/t). 那么在 (0,1) ⇥ (0,1) 上有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�

(w̃(t, x)  t⇢̂
�
x
t

�
), 其中 ⇢̂是 (4.32)的唯一的粘性解.

证明. 由引理 4.1, t⇢̂
�
x
t

�
是 (4.25)的粘性解其中 r = r̂ � g(x/t).因此,当 �̂ 2

(0,1)时,由第三章的定理 3.5直接可得结论. �̂ =1情形,通过相似的论证可以

得到,并延迟到 4.7节证明.

推论 4.2 假设 (Hg)成立.固定任意 �̂ 2 (0,1]. ⇢̃是 (4.32)的粘性上解 (下

解).那么对 s 2 (0,1)有 ⇢̃(s) � ⇢̂ (s) ( ⇢̃(s)  ⇢̂ (s)), 其中 ⇢̂是 (4.32)的唯一粘

性解.

证明. 这是命题 4.2的直接结果,注意到 w̃(t, x) := t⇢̃(x/t)是 (4.25)的粘性上解

(下解),其中 r = r̂ � g(x/t);参见引理 4.1.

4.3 定定定理理理 A的的的证证证明明明

这一节专门讨论主要结果的证明,即定理 A. 4.3.1小节定义一些符号.然后,

c3和 c3的估计分别在小节 4.3.2和 4.3.3中给出.在这一节中,假设 di, ri, aij 和初

值 ui,0是固定的,这样对某些 c1 > c2和 � 2 (0,1] (Hc1,c2,�)成立 (参见定义 4.1).

为了得到解的渐近估计,通过以下伸缩变换我们引入一个小参数 ✏:

u✏
i(t, x) = ui

✓
t

✏
,
x

✏

◆
, i = 1, 2, 3. (4.33)

我们重写 (1.3)中 u3的方程为

8
<

:
@tu✏

3 = ✏d3@xxu✏
3 +

r3
✏ u

✏
3(1� a31u✏

1 � a32u✏
2 � u✏

3), (0,1)⇥ R,

u✏
3(0, x) = u3,0(

x
✏ ), R.

正如 4.2节讨论的,通过考虑WKB-变换我们得到当 ✏ ! 0时 u✏
3 的渐近行

为,这是由于

w✏
3(t, x) = �✏ log u✏

3(t, x), (4.34)
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并满足下面方程.

8
>><

>>:

@tw✏
3 � ✏d3@xxw✏

3 + d3|@xw✏
3|2 + r3(1� a31u✏

1 � a32u✏
2 � u✏

3) = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w✏
3(0, x) = �✏ log u3,0(

x
✏ ), [0,1),

w✏
3(t, 0) = �✏ log u✏

3(t, 0), [0,1).
(4.35)

当 ✏! 0时下面的结果给出了 w✏
3和 u✏

3之间的联系,它最初由 [38]给出.

引理 4.4 假设 K,K 0 是任意的紧集使得 K ⇢ IntK 0 ⇢ K 0.如果在 K 0 上

当 ✏! 0时 w✏
3 ! 0,那么

lim inf
✏!0

inf
K

u✏
3 � 1� a31 lim sup

✏!0
sup
K0

u✏
1 � a32 lim sup

✏!0
sup
K0

u✏
2.

特别地,

lim inf
✏!0

inf
K

u✏
3 � 1� a31 � a32 > 0.

证明. 证明类似于第三章引理 3.1,此处略去细节.

定义

w⇤
3(t, x) := lim sup

✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
3(t

0, x0) 和 w3,⇤(t, x) := lim inf
✏ ! 0

(t0, x0) ! (t, x)

w✏
3(t

0, x0). (4.36)

注记 4.7 w⇤
3 和 w3,⇤定义在 (4.36).那么对任意 c 2 R,

w⇤
3(t, ct) = tw⇤

3(1, c) 和 w3,⇤(t, ct) = tw3,⇤(1, c). (4.37)

实际上, 由 (4.33)和 (4.34),在 (4.37)的第一个等式归应于下面观察:

tw⇤
3(1, c) = �t lim sup

✏ ! 0

(t0, x0) ! (1, c)


✏ log u3

✓
t0

✏
,
x0

✏

◆�

= � lim sup
✏ ! 0

(t00, x00) ! (t, ct)


(✏t) log u3

✓
t00

✏t
,
x00

✏t

◆�
= w⇤

3(t, ct),

其中 (t00, x00) = (t0, x0)t. (4.37)的第二个等式通过相同的论证可得.
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下面的引理,其证明在第二章的引理 2.3和第三章的引理 3.2中,说明 w⇤
3 和

w3,⇤的定义是好的.

引理 4.5 对某 � 2 (0,1]使得 (Hc1,c2,�)成立和 w✏
3是 (4.35)的解.

(i) 如果 � 2 (0,1),那么存在与 ✏无关的常数 Q > 0使得

max{�x�Q(t+ ✏), 0}  w✏
3(t, x)  �x+Q(t+ ✏), (t, x) 2 [0,1)⇥ [0,1);

(ii) 如果 � =1,那么对每一个紧子集 K ⇢ [(0,1)⇥ [0,1)],那么存在与 ✏无

关的常数 Q(K) > 0对任意 (t, x) 2 K 使得

0  w✏
3(t, x)  Q(K), ✏ 2 (0, 1/Q(K)].

注记 4.8 通过比较,我们可知 lim
t!1

u3(t, 0) � (1� a31 � a32)/2 > 0, 所以定

义 (4.36)表明对 t � 0有w⇤
3(t, 0) = w3,⇤(t, 0) = 0. 同时,如果 � 2 (0,1),那么在

引理 2.3(i)中取 t = 0和 ✏! 0推出对 x � 0有 w⇤
3(0, x) = w3,⇤(0, x) = �x.

4.3.1 定定定义义义和和和预预预备备备知知知识识识

在本节中,对某一 c1 > c2和 � 2 (0,1],假设 (Hc1,c2,�)成立 (参见定义 4.1).

我们基于参数 d3, r3, a21, a31, a32, cLLW, c1, c2, �.继续定义几个变量.我们在表

4.1列出了对象,以及它们定义的位置,以便快速引用.

4.3.1.1 定定定义义义 ⇢µnlp(s),其其其中中中 µ 2 [0, 1]

对每一 µ 2 [0, 1], 定义函数 ⇢µnlp : [0,1) ⇥ [0,1) ! [0,1) 是 Hamilton-

Jacobi方程

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +Rµ(s), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.38)

的唯一的粘性解,其中Rµ(s) = r3(1� µa31�{c2<sc1} � a32�{sc2}),和 � 2 (0,1]

给定在 (Hc1,c2,�). ⇢
µ
nlp 的存在和唯一性由引理 4.3保证. (当 µ = 0,物种 u1 不与

u3竞争.我们将使用它作为一个初始情形来引导到 µ = 1.)
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表 4.1 对象列表

对象 定义位置 应用位置 性质

↵3 4.3.1.3 节 4.3.2, 4.3.3, 4.4, 4.5节 ↵3 = 2
p
d3r3

cLLW 定义 4.3 4.3.2, 4.3.3, 4.5节 cLLW  ↵3

w⇤
3 , w3,⇤ 4.3, (4.36)节 4.3节 注记 4.7

⇢µnlp 4.3.1.1 节 4.3.2节 引理 4.8

sµnlp 4.3.1.2节 4.3.2节 (4.42)

�µ
3 4.3.1.3节 4.3.2.1节 引理 4.7

sµ(ĉ) 4.3.1.5节 4.3.2.1节 引理 4.10

⌫µ
2 (ĉ), ⌫

µ
3 4.3.1.5节 4.3.2.1节 注记 4.10

E 4.3.2.1节, (4.67) 命题 4.5 命题 4.3

⇢nlp 命题 4.6 4.3.3, 4.5节 在 (4.38)里对 µ = 1有 ⇢nlp = ⇢1nlp

snlp 4.1节, (4.9) 4.3.2.2, 4.3.3, 4.5节 命题 4.7

�3 4.3.2.2节 4.3.2.2, 4.3.3节 �3 = max{cLLW, snlp}
�
3

4.1节, (4.90) 4.3.3节 命题 4.6

引理 4.6 对任意 µ 2 [0, 1], ⇢µnlp(s)是 Lipschitz连续的且对 µ 2 [0, 1]是非

递减的,并对 s 2 [0,1)是非递减的.此外,

{s � 0 : ⇢µnlp(s) = 0} = [0, s0] (4.39)

对某一依赖于 µ和 c1, c2的 s0 � 2
p

d3r3(1� a31 � a32),它由 (Hc1,c2,�)给定.

证明. 步骤 1.证明 ⇢µnlp 关于 µ的连续性和单调性.任意给定 0  µ1  µ2  1,

对应 µ = µ1和 µ = µ2, ⇢
µ1
nlp和 ⇢µ2

nlp分别是 (4.38)的粘性解.只需证明

0  ⇢µ2
nlp(s)� ⇢

µ1
nlp(s)  r3a31(µ2 � µ1), s 2 [0,1). (4.40)

为此,首先应用引理 4.3,其中 cg = c1,我们推出对 s 2 [c1,1)有⇢µ1
nlp(s) =

⇢µ2
nlp(s).仍需证明对 s 2 [0, c1]有 (4.40).在这种情况下, ⇢µ1

nlp定义是问题

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +Rµ1(s), ⇢} = 0, (0, c1),

⇢(0) = 0, ⇢(c1) = ⇢µ2
nlp(c1),

(4.41)

的唯一的粘性解.容易验证 ⇢µ2
nlp 和 ⇢µ2

nlp � r3a31(µ2 � µ1)分别是 (4.41)的粘性上

解和下解.由于边界条件易于验证,应用引理 4.2,我们推出 (4.40).

步骤 2.证明 ⇢µnlp关于 s 2 [0,1)是非递减的.反证,假设存在某一 s0 2 (0,1)使

得 ⇢µnlp � 0在 s0点达到最大值并且 ⇢µnlp(s0) > 0.根据粘性解得定义 (见定义 4.4
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和 [1, 命题 3.1]),有

0 � ⇢µnlp(s0)� s0 · 0 + d3|0|2 +Rµ(s0) = ⇢µnlp(s0) +Rµ(s0),

这与Rµ � 0矛盾.步骤 2完成.

步骤 3. 证明对于 s 2 [0,1)有 ⇢µnlp(s)  max{ s2

4d3
� r3(1� a31 � a32), 0}.

注意到 ⇢2(s) := max{ s2

4d3
� r3(1 � a31 � a32), 0} 是连续的, 非负的, 并当

s 6= 2
p

d3r3(1� a31 � a32)时是 (4.41)的经典上解. � 2 C1(0,1)是任意的试验

函数使得 ⇢2 � �在 ŝ = 2
p
d3r3(1� a31 � a32)上达到严格的局部最小值. 那么

在 s = ŝ,我们直接计算满足

⇢2(ŝ)� ŝ�0 + d3|�0|2 + (Rµ)⇤(ŝ) = �ŝ�0 + d3|�0|2 + r3(1� a32)

� d3


�0 �

q
r3(1�a31�a32)

d3

�2
� 0.

因此,上面定义的 ⇢2是 (4.41)的粘性上解.同时注意到

⇢µnlp(0)  ⇢2(0) 和 lim
s!1

⇢µnlp(s)

s
= �  1 = lim

s!1

⇢2(s)

s
,

应用推论 4.2,我们完成步骤 3.

最后, 因为 ⇢µnlp 是非负的, 对 s 是非递减的和 ⇢µnlp(0) = 0, 我们推出对

s0 � 2
p
d3r3(1� a31 � a32) > 0有 (4.39).

4.3.1.2 当当当 µ 2 [0, 1]时时时 sµnlp 的的的定定定义义义

对每一 µ 2 [0, 1],通过

sµnlp := sup{s : ⇢µnlp(s) = 0}, (4.42)

定义速度 sµnlp.由引理 4.6,我们有 sµnlp 2 [2
p
d3r3(1� a31 � a32),1),并关于 µ是

非增的.

4.3.1.3 ↵3 和和和 �µ
3 的的的定定定义义义

定义

↵3 := 2
p

d3r3 和 �µ
3 := max{sµnlp, cLLW}, µ 2 [0, 1], (4.43)

其中 cLLW给定在 4.3.
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引理 4.7 �µ
3 由 (4.43)定义.那么对所有的 µ 2 [0, 1]有 �µ

3  �3 < c2.

证明. 可知 �3 = d3(� ^
p

r3/d3) +
r3

�^
p

r3/d3
.因为 cLLW  ↵3 (参见定义 4.3)和

�3 < c2 (参见定义 4.1(i)),因此 cLLW  ↵3  �3 < c2.

仍需证明 sµnlp  �3.为此,定义 ⇢
2
为

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3, ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.44)

的唯一的粘性解,它明显是 (4.38)的粘性下解.应用推论 4.2我们推出

⇢
2
(s)  ⇢µnlp(s), s 2 (0,1). (4.45)

我们首先考虑情形 � >
p

r3/d3.在这种情形下, �3 = 2
p
d3r3和 � > �3

2d3
.由

引理 4.3的直接应用于 (4.44)其中 cg = �3和 g = 0有

⇢
2
(s) =

s2

4d3
� r3 =

s2 � (�3)2

4d3
, s > �3, s ⇡ �3.

因此,由 (4.45)对 s > �3和 s ⇡ �3我们得到 ⇢µnlp(s) � ⇢
2
(s) > 0.在 (4.42)里 sµnlp

的定义表明 sµnlp  �3.仍需考虑情形 � 
p

r3/d3.在这种情形下, �3 = d3� + r3
�

和 �  �3
2d3

.对 (4.44)应用引理 4.3 令 cg = �3和 g = 0,我们推出

⇢
2
(s) = �

h
s� (d3�+

r3
�
)
i
= �(s� �3), s > �3, s ⇡ �3.

因此,对 s > �3并且 s ⇡ �3有 ⇢µnlp(s) � ⇢
2
(s) > 0,这表明 sµnlp  �3.

注记 4.9 令 (4.38), (4.42)和 (4.43)里的 µ = 1.容易可知

⇢1nlp = ⇢nlp, s1nlp = snlp(c1, c2,�) 和 �1
3 = �3 := max{cLLW, snlp(c1, c2,�)},

其中 ⇢nlp 和 snlp(c1, c2,�)分别定义在 (4.8)和 (4.9).记住这一点,当考虑 µ = 1

时,为了简单我们去掉标记 w1
nlp, s

1
nlp和 �1

3 里的上标 1 .

引理 4.8 对任意 µ 2 [0, 1], ⇢µnlp 是 (4.38) 的唯一的粘性解. 如果 sµnlp >

↵3

p
1� a32,那么

⇢µnlp(c2) = �µnlp(c2 � sµnlp),

其中 �µnlp =
sµnlp�
p

(sµnlp)
2�↵2

3(1�a32)

2d3
和 sµnlp定义在 (4.42).
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证明. 我们仅证明 ⇢µnlp(c2)  �µnlp(c2 � sµnlp),而 ⇢µnlp(c2) � �µnlp(c2 � sµnlp)由相似

的证明可得. 为此, 反证, 假设 ⇢µnlp(c2) > �µnlp(c2 � sµnlp). 由连续性可知存在某

ŝ 2 (↵3

p
1� a32, s

µ
nlp)使得

⇢µnlp(c2) > ⌫0(ŝ) · (c2 � ŝ), (4.46)

其中 ⌫0(ŝ) = 1
2d3

(ŝ �
p
ŝ2 � ↵2

3(1� a32)). 当 ŝ ! sµnlp, 由 ⌫0(ŝ) ! �µnlp 可得

(4.46).通过 (4.46),可以验证 ⇢µnlp是

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3(1� a32), ⇢} = 0, s 2 (0, c2),

⇢(0) = 0, ⇢(c2) = ⌫0(ŝ) · (c2 � ŝ),
(4.47)

的粘性上解. 定义 ⇢
ŝ
(s) := max{⌫0(ŝ) · (s � ŝ), 0}. 可直接验证 ⇢

ŝ
是 (4.47) 的

粘性下解. (实际上它是 (4.47) 的粘性解.) 再次应用引理 4.2, 对 s 2 [0, c2] 有

⇢µnlp(s) � ⇢
ŝ
(s). 因此,我们推出

[0, sµnlp] = {s : ⇢µnlp(s) = 0} ⇢ {s : ⇢
ŝ
(s) = 0} = [0, ŝ],

其中第一个等式是遵循 sµnlp的定义 (4.42).这意味着 sµnlp  ŝ,与 ŝ 2 (↵3

p
1� a32, s

µ
nlp)

矛盾.到此引理 4.8完成.

4.3.1.4 当当当 µ 2 [0, 1]和和和 ` > 0时时时 ⇢µ
`
(s)的的的定定定义义义

对任意给定的 ` > 0,定义

⌫1(`) :=
1

2d3

✓
`+

q
`2 � ↵2

3(1� a32)

◆
. (4.48)

引理 4.9 对任意的 µ 2 [0, 1]和 `0, `使得 0 < ` < `0  c2,通过 ⇢µ
`
(s) :=

min{⇢µnlp(s), ⌫1(`) · (s� `)}定义的函数 ⇢µ
`
: [`, `0]! [0,1)是

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3 (1� a32) , ⇢} = 0, (`, `0),

⇢(`) = 0, ⇢(`0) = ⇢µnlp(`
0),

(4.49)

的粘性下解,其中 ⌫1(`)是 (4.48)给定的.此外,如果 ⌫1(`) · (`0 � `) � ⇢µnlp(`
0),那

么 ⇢µ
`
是 (4.49)的唯一粘性解.
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证明. 首先验证 ⇢µ
`
是 (4.49) 的粘性下解. 容易知道 ⇢µnlp(s) 和 ⌫1(`)(s � `) 是

(4.49)的第一个方程的粘性解且满足 (4.49)无论何时他们都是可导的.他们都是

Lipschitz连续的 (因为他们在粘性意义下满足 ⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2  0,所以他们的

Lipschitz有界是局部有界的 [64, 命题 1.14]).应用 Rademacher定理,他们都是

几乎处处可导的,因此他们几乎处处满足方程 (4.49).因此, ⇢µ
`
也是 Lipschitz连

续的和几乎处处满足 (4.49)的第一个方程.由 Hamiltonian的凸性,应用 [8, 命题

5.1]推出它实际上是 (4.49)的第一个方程的粘性下解.因为它明显地满足边界条

件, ⇢µ
`
是 (4.49)的粘性下解.

如果 ⌫1(`) · (`0 � `) � ⇢µnlp(`
0),那么 ⇢µnlp和 ⌫1(`) · (s� `)都是 (4.49)的粘性

上解.取他们的最小值后,得到的函数 ⇢µ
`
也是 (4.49)的粘性上解 (参见 [1, 定理

7.1的证明]).由于 ⇢µ
`
已经是粘性下解,因此它是一个粘性解.最后,唯一性遵循

引理 4.3.

4.3.1.5 sµ(ĉ), ⌫µ2 (ĉ),和和和 ⌫µ3 的的的定定定义义义

对任意给定的 µ 2 [0, 1]和 ĉ 2 (�µ
3 , c2],定义

sµ(ĉ) :=

8
<

:
d3⌫

µ
2 (ĉ) +

r3(1�a32(1�a21)
⌫µ2 (ĉ)

, ⌫µ2 (ĉ) 
r3(1�a32(1�a21)

d3⌫
µ
3

, 和 ⌫µ2 (ĉ)  ⌫µ3 ,

�µ
3 , 其他,

(4.50)

其中 �µ
3 < c2 (在引理 4.7证明)和

⌫µ2 (ĉ) :=

8
>>>><

>>>>:

1
2d3

n
ĉ�

q
ĉ2 � 4d3[r3(1� a32(1� a21)) + ⇢µnlp(ĉ)]

o
,

ĉ2 � 4d3[r3(1� a32(1� a21)) + ⇢µnlp(ĉ)],

1, 其他,

(4.51)

和

⌫µ3 :=
1

2d3


�µ
3 +

q
(�µ

3 )
2 � ↵2

3(1� a32(1� a21))

�
, (4.52)

后者是有意义的因为由 (4.43)中有 �µ
3 � cLLW � ↵3

p
1� a32(1� a21).

注记 4.10 通过构造 ⌫µ2 (ĉ)和 ⌫µ3 ,我们重写 �µ
3 为

�µ
3 = d3⌫

µ
3 +

r3(1� a32(1� a21))

⌫µ3
. (4.53)
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假设 ĉ2 � 4d3[r3(1� a32(1� a21)) + ⇢µnlp(ĉ)],我们重写 ⇢µnlp(ĉ)为

⇢µnlp(ĉ) = ĉ⌫µ2 (ĉ)� d3 (⌫
µ
2 (ĉ))

2 � r3(1� a32(1� a21)). (4.54)

此外,如果 sµ(ĉ) > �µ
3 ,那么由 (4.50)和 (4.54)有

⇢µnlp(ĉ) = ⌫µ2 (ĉ) · (ĉ� sµ(ĉ)). (4.55)

引理 4.10 ĉ 2 (�µ
3 , c2]和 sµ(ĉ)是定义在 (4.50).那么 sµ(ĉ) 2 [�µ

3 , ĉ).

证明. 首先,证明 sµ(ĉ) � �µ
3 .由定义 (4.50),足以验证当 ⌫µ2 (ĉ) 

r3(1�a32(1�a21))
d3⌫

µ
3

和 ⌫µ2 (ĉ) 
r3(1�a32(1�a21))

d3⌫
µ
3

时有 sµ(ĉ) � �µ
3 .在这种情况下,利用 (4.53),直接计算

有

sµ(ĉ)� �µ
3 =d3(⌫

µ
2 (ĉ)� ⌫

µ
3 ) + r3(1� a32(1� a21))


1

⌫µ2 (ĉ)
� 1

⌫µ3

�

=
⌫µ2 (ĉ)� ⌫

µ
3

⌫µ2 (ĉ)


d3⌫

µ
2 (ĉ)�

r3(1� a32(1� a21))

⌫µ3

�
� 0,

这证明了 sµ(ĉ) � �µ
3 .

仍需证明 sµ(ĉ) < ĉ.因为 ĉ 2 (�µ
3 , c2],当 sµ(ĉ) = �µ

3 时直接可得.接下来,假

设 sµ(ĉ) > �µ
3 .因为由 (4.43)定义有 ĉ > �µ

3 � sµnlp,应用 (4.42)有 ⇢µnlp(ĉ) > 0.由

于 (4.55), ⇢µnlp(ĉ) > 0表明 sµ(ĉ) < ĉ.

4.3.2 c3 的的的上上上界界界估估估计计计

这小节的目的是证明正如在 (4.12)的陈述的 c3  max{snlp, cLLW}.整节固
定 di, ri, aij 和初值 ui,0使得对某 c1 > c2和 � 2 (0,1]有 (Hc1,c2,�)成立.

4.3.2.1 对对对固固固定定定 µ 2 [0, 1]估估估计计计 c3

这个小节证明对任意 µ 2 [0, 1]满足 w3,⇤(1, c2) � ⇢µnlp(c2)有 c3  �µ
3 ,其中

�µ
3 由 (4.43)给定和 w3,⇤定义在 (4.36).参见下面的命题 4.4.

引理 4.11 假设 (ui)3i=1是 (1.3)的解且 (Hc1,c2,�)成立.固定 ĉ 2 (�µ
3 , c2]和

µ 2 [0, 1].假设

w3,⇤(1, ĉ) � ⇢µnlp(ĉ) > 0. (4.56)

那么有 c3  sµ(ĉ),其中 sµ(ĉ)由 (4.50)定义.
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证明. 观察到 (4.56)里 w3,⇤(1, ĉ) > 0所以 (由 w3,⇤的定义 (4.36))当 t!1时有
u3(t, ĉt) ! 0,即 ĉ 2 (c3, c2].由 (4.7),选择序列 ĉj 2 (c3, c2)使得当 j ! 1时有
ĉj ! ĉ和

lim
t!1

u2(t, ĉjt) �
1� a21

2
, j 2 N. (4.57)

固定足够大的 j 2 N使得 µ̂j := w3,⇤(1, ĉj) ^ ⇢µnlp(ĉj) > 0. (u2, u3)是问题
8
><

>:

@tu2 � @xxu2 = u2(1� a21 � u2 � a23u3), 0 < x < ĉjt, t > t0,

@tu3 � d3@xxu3 = r3u3(1� a32u2 � u3), 0 < x < ĉjt, t > t0,
(4.58)

的唯一解,其初-边值条件

u2 = min

⇢
u2,

1� a21
2

�
和 u3 = u3, @{(t, x) : t > t0, x 2 {0, ĉjt}}.

由 (4.57),有 lim
t!1

u2(t, ĉjt) =
1�a21

2 .显然地,定义在 (1.3)里的 (u2, u3)是 (4.58)的

经典上解,所以由比较原理我们推出

u2 � u2 和 u3  u3, 0  x  ĉjt, t � t0.

由 (4.36)里 w3,⇤的定义和 w✏
3(1, ĉj) = �✏ log u✏

3(1, ĉj),对小的 ✏ > 0,有

�✏ log u3

✓
1

✏
,
ĉj
✏

◆
� w3,⇤(1, ĉj) + o(1) � µ̂j + o(1),

换言之

u3

✓
1

✏
,
ĉj
✏

◆
 exp

✓
� µ̂j + o(1)

✏

◆
.

因为对所有 t有 u3(t, ĉjt) = u3(t, ĉjt),这表明

u3(t, ĉjt) = u3(t, ĉjt)  exp{�(µ̂j + o(1))t}, t� 1. (4.59)

应用引理 4.16到 (u2, u3)有

lim
t!1

sup
ct<x<ĉjt

u3(t, x)  lim
t!1

sup
ct<x<ĉjt

u3(t, x) = 0, c > sĉj .

这里 sĉj 可表示为

sĉj =

8
><

>:

cLLW, µ̂j � �LLW(ĉj � cLLW),

ĉj � 2d3µ̂j

ĉj�
p

ĉ2j�4d3[µ̂j+r3(1�a32(1�a21))]
, µ̂j < �LLW(ĉj � cLLW),
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其中 0 < �LLW 
p

r3(1� a32(1� a21))/d3是 �cLLW�d3�2�r3(1�a31(1�a21)) =
0 的更小的正根 (参见注记 4.15). 因此, 对所有的 j � 1 有 c3  sĉj . 可知

µ̂j := w3,⇤(1, ĉj) ^ ⇢µnlp(ĉj) > 0 和 w3,⇤(1, ĉ) � ⇢µnlp(ĉ), 当 j ! 1 时我们得到
µ̂j ! ⇢µnlp(ĉ) (注意到 ⇢µnlp是连续的和 w3,⇤是下半连续的).因此,当 j !1时,我

们推出 c3  sĉ.这里 sĉ由

sĉ =

8
><

>:

cLLW, ⇢µnlp(ĉ) � �LLW(ĉ� cLLW),

ĉ� ⇢µnlp(ĉ)

⌫µ2 (ĉ)
, ⇢µnlp(ĉ) < �LLW(ĉ� cLLW),

(4.60)

给定的,其中利用 ⌫µ2 (ĉ)的定义 (4.51).仍需验证 sĉ  sµ(ĉ).

如果 ⇢µnlp(ĉ) � �LLW(ĉ� cLLW),那么由 (4.60)我们得到 sĉ = cLLW.因为由引

理 4.10和 (4.43)有 sµ(ĉ) � �µ
3 � cLLW,可知 sĉ = cLLW  sµ(ĉ).

仍需证明 sĉ  sµ(ĉ) if ⇢µnlp(ĉ) < �LLW(ĉ� cLLW). 应用注记 4.15我们得到

⇢µnlp(ĉ) < �LLW(ĉ� cLLW)

= �LLWĉ� d3�
2
LLW � r3(1� a32(1� a21)). (4.61)

配方, �LLWĉ� d3�2LLW  ĉ2

4d3
所以我们推出 ⇢µnlp(ĉ) <

ĉ2

4d3
� r3(1� a32(1� a21)),即

ĉ2 > 4d3[r3(1�a32(1�a21))+ ⇢
µ
nlp(ĉ)],由此应用 (4.54)和 (4.60)的第二部分得到

sĉ =
ĉ⌫µ2 (ĉ)� ⇢

µ
nlp(ĉ)

⌫µ2 (ĉ)
= d3⌫

µ
2 (ĉ) +

r3(1� a32(1� a21))

⌫µ2 (ĉ)
. (4.62)

接下来,验证

⌫µ2 (ĉ) < �LLW 
�µ
3

2d3
. (4.63)

实际,分别由 (4.51)和注记 4.15,有

0 < ⌫µ2 (ĉ) 
ĉ

2d3
和 0 < �LLW 

cLLW
2d3

 �µ
3

2d3
 ĉ

2d3
. (4.64)

由此我们推出 (4.63)的第二个不等式.接下来,比较 (4.61)和 (4.54)我们得到

ĉ⌫µ2 (ĉ)� d3 (⌫
µ
2 (ĉ))

2 < �LLWĉ� d3�
2
LLW. (4.65)

因为 (4.64)表明 ⌫µ2 (ĉ)和 �LLW在区间 I = (0, ĉ
2d3

]和 s 7! ĉs� d3s2是单调的,这

完成了 (4.63)的证明.
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因为 ⌫µ3 �
�µ
3

2d3
(参见 (4.52)),由 (4.63)我们推出

⌫µ2 (ĉ)  ⌫µ3 . (4.66)

接下来,我们分成下面两种情形验证 sĉ  sµ(ĉ) :

(i) 如果 ⌫µ2 (ĉ) 
r3(1�a32(1�a21))

d3⌫
µ
3

,那么由 (4.66)里的 ⌫µ2 (ĉ)  ⌫µ3 ,由 (4.50)和

(4.62)得到 sĉ正好等于 sµ(ĉ);

(ii) 如果 ⌫µ2 (ĉ) >
r3(1�a32(1�a21))

d3⌫
µ
3

,那么由 (4.50)有 sµ(ĉ) = �µ
3 .直接计算我们可

得

sµ(ĉ)� sĉ = d3(⌫
µ
3 � ⌫

µ
2 (ĉ)) + r3(1� a32(1� a21))


1

⌫µ3
� 1

⌫µ2 (ĉ)

�

=
⌫µ3 � ⌫

µ
2 (ĉ)

⌫µ2 (ĉ)


d3⌫

µ
2 (ĉ)�

r3(1� a32(1� a21))

⌫µ3

�
� 0,

其中应用 (4.53)和 (4.62)得到第一个等式,和利用 r3(1�a32(1�a21))
d3⌫

µ
3

< ⌫µ2 (ĉ) 
⌫µ3 得到最后一个不等式.

从而证明完成了.

通过连续性建立证明, ⇢µnlp是 (4.38)的唯一解,定义

E :=
�
µ 2 [0, 1] : w3,⇤(1, c2) � ⇢µnlp(c2)

 
, (4.67)

在接下来的两个命题中,对所有的 µ 2 E 我们建立了 c3  �µ
3 .

命题 4.3 如果 µ 2 E,那么要么有 c3  �µ
3 要么对所有的 c 2 [�µ

3 , c2]有

w3,⇤(1, c) � ⇢µnlp(c).

证明. 固定 µ 2 E 和定义

Dµ :=
�
c0 2 [�µ

3 , c2] : w3,⇤(1, c) � ⇢µnlp(c) c 2 [c0, c2]
 
. (4.68)

首先我们注意到 Dµ 是闭的,因为 ⇢µnlp 是连续的和 w3,⇤ 是下半连续的.同时,由

假设 c2 2 Dµ (它实际上等同于 µ 2 E)可知 Dµ是非空的.定义 ĉ := inf Dµ,那么

ĉ 2 Dµ和 ĉ 2 [�µ
3 , c2].反证命题 4.3不成立.那么有 ĉ 2 (�µ

3 , c2]和 c3 > �µ
3 .



第四章 三物种竞争系统的堆叠入侵波传播速度 123

步骤 1.证明 c3  sµ(ĉ),其中 sµ(ĉ) 2 [�µ
3 , c2)是定义在 (4.50).考虑到 c3 > �µ

3 ,这

意味着 sµ(ĉ) > �µ
3 .

因为 ĉ 2 (�µ
3 , c2]和 ĉ 2 Dµ,可知 w3,⇤(1, ĉ) � ⇢µnlp(ĉ) > 0. (可知最后一项是

正的,由定义观察到 �µ
3 � sµnlp,所以 ĉ > �µ

3 � sµnlp.因此由 (4.42)里 sµnlp 的定义

有 ⇢µnlp(ĉ) > 0.) 那么应用引理 4.11我们推出 c3  sµ(ĉ).这完成了步骤 1.

为了推出与 ĉ = inf Dµ产生矛盾,在接下来的三步将找到某一 � = �(ĉ) > 0

使得 ĉ� � 2 Dµ.

步骤 2.对所有的 s 2 [sµ(ĉ), ĉ]证明有 w3,⇤(1, s) � ⇢1(s),其中 ⇢1是
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3 (1� a32) , ⇢} = 0, s 2 (sµ(ĉ), ĉ),

⇢(sµ(ĉ)) = 0, ⇢(ĉ) = ⇢µnlp(ĉ),
(4.69)

的唯一粘性解 (唯一性参见引理 4.2).由步骤 1,有 c3  sµ(ĉ).因此应用 (4.7)有

lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
1(t

0, x0) � �{c2t<x<c1t} 和 lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
2(t

0, x0) � �{sµ(ĉ)t<x<c2t}.

在 (4.35)让 ✏! 0,由 [1, 6.1节] (和 [9, 命题 3.1和 3.2])可知 w3,⇤是

min
�
@tw + d3|@xw|2 +R3(x/t), w

 
= 0, (0,1)⇥ (0,1), (4.70)

的粘性上解,其中 R3(s) = r3(1 � a31�{c2<s<c1} � a32�{sµ(ĉ)<s<c2}). (我们注意到,

在推导过程中,处理 Hamiltonian函数的不连续时关键地利用了命题 4.8里的

(4.115).)

验证 w3,⇤也是
8
<

:
min{@tw + d3|@xw|2 + r3 (1� a32) , w} = 0, sµ(ĉ)t < x < ĉt,

w(t, sµ(ĉ)t) = 0, w(t, ĉt) = t⇢µnlp(ĉ), t � 0.
(4.71)

的粘性上解. 首先验证边值条件. 实际上, 由此得出 w3,⇤(t, sµ(ĉ)t) � 0 和

w3,⇤(t, ĉt) = tw3,⇤(1, ĉ) � t⇢µnlp(ĉ), 其中第一个等式是由于注记 4.7 的 (4.37)

和最后一个不等式是由于 ĉ 2 Dµ.接下来,注意到 (4.71)的第一部分是对 (4.70)

的子域限制, 因为当 sµ(ĉ)t < x < ĉt 时 R3(t, x) = r3 (1� a32). 因此, w3,⇤ 是

(4.70)的上解,自然而然是 (4.71)的上解.那么应用命题 4.2,利用 (4.69)和 (4.71)

之间的连接我们推出

w3,⇤(t, x) � t⇢1 (x/t) , sµ(ĉ)t  x  ĉt,
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所以对所有的 s 2 [sµ(ĉ), ĉ]有 w3,⇤(1, s) � ⇢1(s).步骤 2完成.

步骤 3. 证明

0 < ⇢µnlp(ĉ) < ⌫µ4 (ĉ) · (ĉ� sµ(ĉ)), (4.72)

这里定义 (与在 (4.48)里的 ⌫1(`)的定义一致)

⌫µ4 (ĉ) := ⌫1(s
µ(ĉ)) =

sµ(ĉ) +
p

(sµ(ĉ))2 � ↵2
3(1� a32)

2d3
. (4.73)

由步骤 1有 sµ(ĉ) > �µ
3 ,在 (4.50)的第一个选项成立,我们可推出

sµ(ĉ) = d3⌫
µ
2 (ĉ) +

r3(1� a32(1� a21))

⌫µ2 (ĉ)
, ⌫µ2 (ĉ) 

r3(1� a32(1� a21))

d3⌫
µ
3

.

这表明 ⌫µ2 (ĉ) 
r3(1�a32(1�a21))

d3⌫
µ
2 (ĉ)

= sµ(ĉ)
d3
� ⌫µ2 (ĉ),所以由 (4.73)推出

⌫µ2 (ĉ) 
sµ(ĉ)

2d3
< ⌫µ4 (ĉ).

这,连同注记 4.10里的 (4.55)表明

0 < ⇢µnlp(ĉ) = ⌫µ2 (ĉ) · (ĉ� sµ(ĉ)) < ⌫µ4 (ĉ) · (ĉ� sµ(ĉ)).

(注意到在步骤 1有 ĉ > �µ
3 � sµnlp可得 ⇢µnlp(ĉ) > 0.)我们已证明 (4.72).

步骤 4.证明存在某一 � > 0使得 ĉ � � 2 Dµ 与 ĉ = inf Dµ 相矛盾,并完成了命

题 4.3的证明.

首先,应用引理 4.9和 `0 = ĉ, ` = sµ(ĉ)我们得到

⇢3(s) := min
�
⇢µnlp(s), ⌫

µ
4 (ĉ) · (s� sµ(ĉ))

 
(4.74)

是 (4.69)的粘性上解,其中 ⌫µ4 (ĉ) = ⌫1(sµ(ĉ))定义在 (4.73). ⇢3 的典型剖面参见

图 4.3.因为由定义有 ⇢1是 (4.69)的粘性解,可应用引理 4.2我们推出

⇢1(s) � ⇢3(s), s 2 [sµ(ĉ), ĉ]. (4.75)

由 (4.72),通过连续性可得存在 � 2 (0, ĉ� sµ(ĉ))使得

0 < ⇢µnlp(s) < ⌫µ4 (ĉ) · (s� sµ(ĉ)), s 2 [ĉ� �, ĉ].
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由 (4.74),在 [ĉ� �, ĉ]里有 ⇢3(s) = ⇢µnlp(s),所以

w3,⇤(1, s) � ⇢1(s) � ⇢3(s) = ⇢µnlp(s), s 2 [ĉ� �, ĉ], (4.76)

其中第一个不等式来自步骤 2, 第二个不等式来自 (4.75). 因为 ĉ 2 Dµ, 对

s 2 [ĉ, c2]我们已有 w3,⇤(1, s) � ⇢µnlp(s).考虑到 (4.76),因此在 ĉ� � 2 Dµ中我们

得到矛盾.步骤 4完成且命题 4.3完成.

图 4.3 ⇢3的典型剖面.

通过在命题 4.3结论中我们去掉一个选择来改进命题 4.3.

命题 4.4 假设 (Hc1,c2,�) 成立. 如果 µ 2 E, 那么 c3  �µ
3 , 其中 �µ

3 =

max{sµnlp, cLLW}.这里 sµnlp由 (4.42)给定.

证明. 如果命题 4.4不成立,即 c3 > �µ
3 ,那么由命题 4.3,我们得到

w3,⇤(1, c) � ⇢µnlp(c), c 2 [�µ
3 , c2].

因为 �µ
3 � sµnlp (参见 (4.43)里的 �µ

3 的定义),有 (�µ
3 , c2) ⇢ (sµnlp, c2).由 (4.42)里

sµnlp的定义可得

w3,⇤(1, c) � ⇢µnlp(c) > 0, c 2 (�µ
3 , c2). (4.77)

由 (4.36),可知对每一 c 2 (�µ
3 , c2)有

lim
✏!0

u3

✓
1

✏
,
c

✏

◆
 lim

✏!0
exp

✓
�w3,⇤(1, c) + o(1)

✏

◆
= 0,

所以由 (4.77)我们得到

lim
t!1

sup
ct<x<c2t

u3(t, x) = 0, c 2 (�µ
3 , c2).

因此,我们推出 c3  �µ
3 ,产生矛盾.这完成了证明.
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4.3.2.2 引引引导导导到到到 µ = 1

在这小节我们继续证明 c3  �3,其中 �3 = max{snlp, cLLW}.鉴于命题 4.4

(也可参见注记 4.9),足以证明 1 2 E .我们将用连续的思想进行论证.

引理 4.12 假设 (Hc1,c2,�)成立.那么 0 2 E.

证明. 从 (4.7)注意到

lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
2(t

0, x0) � �{c3t<x<c2t}.

通过标准验证,称 w3,⇤是

8
<

:
min{@tw + d3|@xw|2 + r3(1� a32�{c3t<x<c2t}), w} = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w(t, 0) = 0, w(0, x) = �x, t � 0, x � 0,

的粘性上解,其中 � 2 (0,1]由 (Hc1,c2,�)给定,和边界条件已在注记 4.8验证.命

题 4.2的直接应用有

w3,⇤(t, x) � t⇢4 (x/t) , [0,1)⇥ [0,1), (4.78)

其中 ⇢4(s)是

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3(1� a32�{c3<s<c2}), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �.

(4.79)

的唯一的粘性解.

由 (4.38)可知 ⇢0nlp是

8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3(1� a32�{sc2}), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.80)

的唯一的粘性解.

参见 (4.79) 和 (4.80), 应用引理 4.3 令其 cg = c2 和 g = r3a32�{c3<s<c2}

或者 g = r3a32�{sc2} 我们推出 ⇢4(c2) = ⇢0nlp(c2). 由此, 从 (4.78) 我们得到

w3,⇤(1, c2) � ⇢4(c2) = ⇢0nlp(c2),所以由 (4.67)里 E 的定义可知 0 2 E .
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接下来我们叙述本节的主要结果.

命题 4.5 假设 (ui)3i=1是 (1.3)的解使得 (Hc1,c2,�)成立.那么

c3  �3 = max{snlp, cLLW},

其中 snlp = sµnlp
��
µ=1

,和 sµnlp由 (4.42)给定的.

注记 4.11 由命题 4.5,有 c3  �3 = max{snlp, cLLW}.因此当 t � 1时物

种 u1 在区域 {(t, x) : �3t  x  c2t}里由物种 u2 控制.准确地说,应用 (4.7)我

们推出

lim sup
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
1(t

0, x0)  �{c2txc1t} + �{x�3t},

其中 u✏
1由 (4.33)定义.

命题 4.5的证明. 应用命题 4.4,我们将通过一个连续性论证 1 2 E .首先, E 是闭
的且非空的.它是闭的因为 ⇢µnlp(c2)关于 µ是连续的 (参见引理 4.6).集合 E 是非
空的因为 0 2 E ,这在引理 4.12中被证明.定义 µM = sup E 使得 µM 2 [0, 1].由 E
的闭性,有 µM 2 E ,所以由命题 4.4表明

c3  �µM
3 , (4.81)

这里 �µM
3 = max{sµMnlp , cLLW},其中 sµMnlp 2 (0, c2)由 (4.42)给定.如果 sµMnlp  cLLW,

那么通过 (4.81)得到命题 4.5,因为

c3  �µM
3 = cLLW  max{snlp, cLLW} = �3.

因此,仍需考虑情形 sµMnlp > cLLW并证明 µM = 1.

假设与此相反 µM < 1和 sµMnlp > cLLW.那么

c3  �µM
3 = max{sµMnlp , cLLW} = sµMnlp . (4.82)

又由 (4.7),我们得到

lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
1(t

0, x0) � �{c2t<x<c1t} 和 lim inf
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
2(t

0, x0) � �{sµMnlp <x<c2t},
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其中第二个不等式可由 (4.82)得到.在 (4.35)里让 ✏! 0,由命题 4.8里的 (4.115)

和注记 4.8,可验证 w3,⇤是

8
>><

>>:

min{@tw + d3|@xw|2 +R3(
x
t ), w} = 0, x > sµMnlp t,

w(0, x) = �x, x � 0,

w(t, sµMnlp t) = 0, t � 0,

(4.83)

的粘性上解,其中 R3(s) = r3(1� a31�{c2<s<c1} � a32�{sµMnlp <s<c2}).由命题 4.2,推

出

w3,⇤(t, x) � t⇢5 (x/t) , x � sµMnlp t, (4.84)

其中 ⇢5是
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R3(s), ⇢} = 0, s 2 (sµMnlp ,1),

⇢(sµMnlp ) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �.

(4.85)

的唯一的粘性解.在下文中,我们将会展示存在某一 µ] 2 (µM , 1)使得 µ] 2 E .这
与 µM = sup E 矛盾.

步骤 1.选择某一 µ] 2 (µM , 1)使得

⇢
µ]

nlp(c2) < ⌫1(s
µM
nlp ) · (c2 � sµMnlp ), (4.86)

其中 (参见 ⌫1(`)的定义里 (4.48))

⌫1(s
µM
nlp ) = ⌫1(`)

��
`=s

µM
nlp

=
sµMnlp +

q
(sµMnlp )

2 � ↵2
3(1� a32)

2d3
.

实际上,注意到 sµMnlp > cLLW � ↵3

p
1� a32.由引理 4.8和 �µMnlp 的定义,我们

推出

⇢µMnlp (c2) = �µMnlp (c2 � sµMnlp ) <
sµMnlp
2d3

(c2 � sµMnlp ) < ⌫1(s
µM
nlp ) · (c2 � sµMnlp ).

因此,如在引理 4.6陈述的 ⇢µnlp关于 µ的连续性,选择 µ] 2 (µM , 1)足够接近 µM ,

以便于 (4.86)成立.

步骤 2. µ] 2 (µM , 1)如步骤 1选取.由引理 4.9有

⇢6(s) := min
�
⇢
µ]

nlp(s), ⌫1(s
µM
nlp ) · (s� sµMnlp )
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是
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3 (1� a32) , ⇢} = 0, (sµMnlp , c2),

⇢(sµMnlp ) = 0, ⇢(c2) = ⇢
µ]

nlp(c2),

的粘性下解,其中 ⌫1(s
µM
nlp ) = ⌫1(`)

��
`=s

µM
nlp
定义在步骤 1.

步骤 3.由 (4.86),存在 � > 0使得对 s 2 [c2 � �, c2]有 ⇢6(s) = ⇢
µ]

nlp(s).定义

⇢7(s) :=

8
>>>><

>>>>:

⇢
µ]

nlp(s), s 2 (c2,1),

⇢
µ]

nlp(s) = ⇢6(s), s 2 [c2 � �, c2],

⇢6(s), s 2 [sµMnlp , c2 � �).

(4.87)

称 ⇢7在整个区域 (sµMnlp ,1)是 (4.85)的粘性下解.

实际上,因为 µ] < 1,可知 ⇢
µ]

nlp对 (c2 � �,1)是 (4.85)的粘性下解.此外,直

接验证 ⇢6 对 (sµMnlp , c2)是 (4.85)的粘性下解.注意到粘性解是局部性质,推出由

(4.87)给定的 ⇢7对 (sµMnlp ,1)是 (4.85)的粘性下解.

步骤 4.证明对 s 2 [sµMnlp , c1]有 ⇢5(s) � ⇢7(s).

注意到,应用引理 4.3,其中 cg = c1,且由 ⇢5的定义 (作为 (4.85)的唯一的粘

性解)和 ⇢
µ]

nlp = ⇢µnlp
��
µ=µ]

,我们推出

⇢5(s) = ⇢
µ]

nlp(s) = ⇢7(s), s � c1.

注意到 ⇢5和 ⇢7在有界区间 (sµMnlp , c1)上是 (4.85)的一对上下解,其边界条件为

⇢5(s
µM
nlp ) � 0 = ⇢7(s

µM
nlp ) 和 ⇢5(c1) = ⇢7(c1).

通过 [94, 定理 2]经典的比较原理,对 s 2 [sµMnlp , c1]有 ⇢5(s) � ⇢7(s).

步骤 5.称 µ] 2 E ,这与 µM 的定义矛盾.

结合步骤 4与 (4.84)表明

w3,⇤(1, c2) � ⇢5(c2) � ⇢7(c2) = ⇢
µ]

nlp(c2),

所以 µ] 2 E ,当 µ] > µM = sup E 它是不可能的.

因此 µM = 1,和 E = [0, 1].我们在命题 4.4取 µ = 1建立 c3  �µ
3

��
µ=1

= �3.

这完成了证明.
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4.3.3 c3 的的的下下下界界界估估估计计计

对某 c1 > c2和 � 2 (0,1]有 (Hc1,c2,�).定义连续函数 ⇢
nlp

: [0,1)! [0,1)

是 8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R(s), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.88)

的唯一的粘性解,其中

R(s) = r3(1� a31�{c2<sc1} � a32�{sc2})� r3a31��
smax{snlp,cLLW}

 , (4.89)

其 snlp(c1, c2,�)和 cLLW分别由 (4.9)和定义 4.3给定.

与引理 4.6相似的论证,可知 ⇢
nlp
是连续的且关于 s 2 [0,1)是非递减的.

因此,定义速度

�
3
:= sup{s : ⇢

nlp
(s) = 0}. (4.90)

本小节的主要结果是建立了 c3 的下界,并证明在 snlp � cLLW 的情况下,这

个下界与命题 4.5中的上界估计一致.

命题 4.6 假设 (ui)3i=1是 (1.3)的解使得 (Hc1,c2,�)成立.那么有c3 � �
3
, 其

中 �
3
是 (4.90)给定的且满足 �

3
2 [↵3

p
1� a31 � a32, snlp].此外如果 snlp � cLLW

有 �
3
= snlp,其中 snlp = sµnlp

��
µ=1

.

注记 4.12 假设 snlp � cLLW,结合命题 4.5和 4.6表明

snlp  c3  c3  max{snlp, cLLW} = snlp.

因此在这样的情形下 c3 = c3 = snlp和命题 4.5和 4.6是最佳的.

在证明命题 4.6之前我们建立一个引理.

引理 4.13 假设 (ui)3i=1是 (1.3)的解且 (Hc1,c2,�)成立.那么

w⇤
3(1, s)  ⇢

nlp
(s), s 2 [0,1),

其中 ⇢
nlp
是 (4.88)的唯一的粘性解.

证明. 应用 (4.7),我们注意到

lim sup
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
1(t

0, x0)  �{c2txc1t} + �{x�3t} 和 lim sup
(t0,x0)!(t,x)

✏!0

u✏
2(t

0, x0)  �{xc2t}.
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对 (4.35)让 ✏! 0和应用注记 4.8验证边界条件,通过标准验证 w⇤
3 是

min{@tw + d3|@xw|2 +R1(x/t), w} = 0, (0,1)⇥ (0,1), (4.91)

的粘性下解,可知在 s = c2上 1是 u✏
1和 u✏

2的上界,以便

R1(s) =

8
<

:
R(s), s 6= c2,

r3(1� a31 � a32), s = c2,

和R(s)是定义在 (4.89).

注意 R1(s)  R(s),所以我们不能直接应用比较原理,需要小心行事.由于

在注记 4.7所述 w⇤
3(t, x) = tw⇤

3(1,
x
t ),通过引理 4.2论证,可以验证在粘性意义下,

⇢⇤3(s) := w⇤
3(1, s)满足

min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R1(s), ⇢}  0, (0,1), (4.92)

和满足

⇢⇤3(0) = 0 和 lim
s!1

⇢⇤3(s)

s
= �.

称 ⇢⇤3 2 Liploc([0,1)). 实际上, 由于 R1(s) � 0, 可以很容易地验证 ⇢⇤3(s)

在 (0,1) 上是 ⇢ � s⇢0 + d3|⇢0|2 = 0 的粘性下解. 固定任意 s0 > 0, 并选择

M = M(s0) > 0,使得 ⇢(s0)� s0M + d3
2 M

2 > 0,然后直接应用 [64, 命题 1.14] 推

出对于任意 s0 > 0有 ⇢⇤3在 [0, s0]上是 Lipschitz连续的.

根据 Rademacher定理, ⇢⇤3在 [0,1)上几乎处处是可微的.作为 (4.92)的粘

性下解,因此它在 [0,1)上几乎处处满足微分不等式 (4.92).由于几乎处处有

R1(s) = R(s),证明了 ⇢⇤3满足

min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R(s), ⇢}  0, (0,1). (4.93)

然而, 根据 Hamiltonian 函数的凸性, 应用 [8, 命题 5.1] 我们推出 ⇢⇤3 实际上是

(4.88) 的粘性下解, 其中 ⇢
nlp
是唯一的粘性解. 因此引理通过命题 4.2 (可知

w⇤
3(t, x) = t⇢⇤3(x/t)现在是 (4.91)的粘性下解,其中R1被R取代)通过标准的比

较得到.

注记 4.13 Hamiltonian函数的凸性保证了 (4.92)和 (4.93)的粘性下解的

等价性.粘性上解却不如此.这就是为什么条件 (4.115)在命题 4.3步骤 2的证明

和验证 w3,⇤ 是 (4.83)的粘性上解的是必不可少的.直观地说,这表明 u1 的演替

u2的所创建的“缺口”可能会加速但不会减慢 u3的入侵.
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我们证明命题 4.6.

命题 4.6的证明. 步骤 1. 证明 c3 � �
3
.由引理 4.13,在 (0,1)有 0  w⇤

3(1, s) 

⇢
nlp

(s),其表明

{s : w⇤
3(1, s) = 0} � {s : ⇢

nlp
(s) = 0} = [0, �

3
].

因此, 由 (4.37), 在 {(t, x) : 0  x < �
3
t} 有 w⇤

3(t, x) = 0. 由 (4.36) 里 w⇤
3 的

定义,可知当 ✏ ! 0时在 {(t, x) : 0  x < �
3
t}上是局部一致地有 w✏

3(t, x) =

�✏ log u✏
3(t, x)! 0.对每一个小的 ⌘ > 0,在引理 4.4里的选择紧集K,K 0为

K = {(1, s) : 2⌘  s  �
3
� 2⌘} 和 K 0 = {(1, s) : ⌘  s  �

3
� ⌘}.

由于对所有的 (t, x)和 i = 1, 2有 0  ui  1,

sup
(t,x)2K0

u✏
1(t, x)  1 和 sup

(t,x)2K0
u✏
2(t, x)  1.

应用引理 4.4我们推出

lim inf
t!1

inf
2⌘tx(�

3
�2⌘)t

u3(t, x) = lim inf
✏!0

inf
K

u✏
3(t, x) > 0.

这表明 c3 � �
3
,并步骤 1完成了.

步骤 2.证明 �
3
 snlp.直接验证 ⇢nlp = ⇢µnlp

��
µ=1

(当 µ = 1时由 (4.38)给定)是

(4.88)的粘性下解.再次应用推论 4.2我们得到

⇢
nlp

(s) � ⇢nlp(s), [0,1).

由 �
3
和 snlp的定义 (参见当 µ = 1时的 (4.90)和 (4.42) ),我们推出

�
3
= sup{s : ⇢

nlp
(s) = 0}  sup{s : ⇢nlp(s) = 0} = snlp. (4.94)

步骤 3. 称 �
3
� ↵3

p
1� a31 � a32. 对这种情形, 注意到 ⇢8(s) := max{ s2

4d3
�

r3(1 � a31 � a32), 0} 是 (4.88) 的粘性上解, 这样就可以像步骤 2 得到不等式

�
3
� ↵3

p
1� a31 � a32.

步骤 4.证明如果 snlp � cLLW有 �
3
= snlp.假设 snlp � cLLW,那么 �3 = snlp.这足

以表明 ⇢nlp是 (4.88)的粘性解.实际上,如果是这种情况,那么根据引理 4.3中的
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唯一性,我们可推出在 [0,1)有 ⇢
nlp

= ⇢nlp .因此,在 (4.94)中的等式成立,我们

得到 �
3
= snlp.

为了证明 ⇢nlp 是 (4.88)的粘性解,注意由于 ⇢nlp 已经是 (4.88)的粘性下解,

这仍需验证在 (0,1)它是 (4.88)的粘性上解.为此,假设 ⇢nlp � �在 s0 > 0处达

到一个严格的局部最小值.考虑到 ⇢nlp � 0,它足以表明

⇢nlp(s0)� s0�
0(s0) + d3|�0(s0)|2 + (R)⇤(s0) � 0, (4.95)

其中 (R)⇤(s) = lim sups0!s R(s0)是 R的上包络. R1(s)由 (4.38)给定,那么对

s � 0有R(s) = R1(s)� r3a31�{s�3}. 因为R1(s)关于 �3 2 (0, c2)是连续的,

(R)⇤(s) = (R1)⇤(s), s � �3. (4.96)

如果 s0 � snlp,注意到 �3 = snlp,那么有 s0 � �3.那么由 (4.96)和 ⇢nlp 是

(4.38)的粘性解得到 (4.95).

如果 s0 < snlp,那么根据 snlp 的定义,我们可以看到 ⇢nlp(s)在 s0 附近消失,

因此 �0(s0) = 0,从而

⇢nlp(s0)� s0�
0(s0) + d3|�0(s0)|2 + (R)⇤(s0) = R(s0) � r3(1� a31 � a32) > 0,

其表明 (4.95)成立.因此, ⇢nlp是 (4.88)的粘性上解.

我们现证明定理 A .

定理 A的证明. 定理 A中估计的 (4.12)是命题 4.5, 4.6和引理 4.7的直接结果.

当 snlp � cLLW 时注记 4.12证明了 c3 = c3 = snlp.因此,仍需证明对每一小的

⌘ > 0有

lim inf
t!1

inf
0x<(c3�⌘)t

u3(t, x) > 0. (4.97)

然后传播性质 (4.13)是从假设 (Hc1,c2,�)里的 (4.7)得到的.由 u1  1和 u2  1

可以看出 u3是

8
<

:
@tu = d3@xxu+ r3u(1� a31 � a32 � u), (t, x) 2 (0,1)⇥ R,

u(0, x) = u3(0, x), x 2 R,
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的经典的上解.由 Fisher [42]或者 Kolmogorov等 [67]的经典结果,对每一小的

⌘ > 0有

lim
t!1

inf
|x|<(�3�⌘)t

u(t, x) � (1� a31 � a32)/2 > 0, (4.98)

其中 �3 := ↵3

p
1� a31 � a32.因此,为了证明 (4.97),只需证明对每一小的 ⌘ > 0,

存在某一 T > 0和 � > 0使得

u3(t, x) � �, {(t, x) : t � T, (��3 + ⌘)t  x  (c3 � ⌘)t}. (4.99)

固定小的 ⌘ > 0.由 c3的定义,存在某一 c03 2 (c3 � ⌘, c3)和 T > 0使得

inf
t�T

u3(t, c
0
3t) > 0. (4.100)

因为 {(T, x) : (��3 + ⌘)T  x  c03T}是紧的,应用 (4.98)我们得到

inf
(��3+⌘)Txc03T

u3(T, x) > 0. (4.101)

由 (4.98), (4.100)和 (4.101),我们推出

� := min
n
inf
t�T

u3(t, c
0
3t), inf

t�T
u3(t, (��3 + ⌘)t), (1� a31 � a32)/2, inf

(��3+⌘)Txc03T
u3(T, x)

o

是正的.那么 u3是 KPP方程 @tu = d3@xxu+ r3u(1� a31 � a32 � u)的上解且在

抛物边界上有 u3 � �.由抛物最大值原理,我们推出 (4.99)和完成定理 A的证

明.

4.4 最最最终终终区区区域域域的的的渐渐渐近近近性性性态态态

本节的目的是证明定理 B,它描述了竞争物种在最终区域 {(t, x) : 0 < x <

c3t}的渐近性态.

定理 B 的证明. 由 (4.98)和 c3 的定义,明显地有 c3 � ↵3

p
1� a31 � a32.因此,

仍需证明 (4.15).我们将证明分为几个步骤.

步骤 1.证明对每一小的 ⌘ > 0,如果有

lim
t!1

sup
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

ui  Bi, i = 1, 2, (4.102)
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其中常数 Bi 2 [0, 1],那么

lim
t!1

inf
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

u3 � A, (4.103)

其中 A = 1� a31B1 � a32B2.假设 (4.103)不成立.那么存在 (tn, xn)使得

cn := xn/tn ! c 2 (��3, c3) 和 lim
n!1

u3(tn, xn) < A. (4.104)

记 (u1,n, u2,n, u3,n)(t, x) := (u1, u2, u3)(tn + t, xn + x). 考虑到对 i = 1, 2, 3 在

[�tn,1)⇥R上有 0  ui,n  1,通过抛物估计称在 C2
loc(K)上 (u1,n, u2,n, u3,n)是

预紧的,其中 K ⇢ R2 是某一紧子集.如果需要取一子序列,假设在 C2
loc(R2)上

有 u3,n ! û3,由 (4.102)可知,它在 R2上满足 @tû3 � d3@xxû3 � r3û3(A� û3).

从 (4.99)注意到在 R2上有 û3(t, x) > �. U3(t)表示

U 0
3 = r3U3(A� U3) 和 U3(0) = �,

的解, 它满足 U3(1) = lim
t!1

U3(t) = A. 对每一 T1 > 0, , 对所有的 x 2 R
有 û3(�T1, x) � U3(0). 通过比较原理, 有 û3(t, x) � U3(t + T1) for (t, x) 2
[�T1, 0] ⇥ R, 因此对每一 T1 > 0 有 û3(0, 0) � U3(T1). 令 T1 ! 1, 我们得到

û3(0, 0) � A,即 lim
n!1

u3(tn, xn) � A,与 (4.104)矛盾.因此, (4.103)成立.

步骤 2.证明对每一小的 ⌘ > 0,如果有

lim
t!1

inf
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

u3 � A,

其中 A 2 [0, 1],那么

lim
t!1

sup
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

ui  Bi, i = 1, 2, (4.105)

其中 Bi = max{1� ai3A, 0}.

因为这类似于步骤 1中的论证,所以我们省略了细节.

步骤 3.证明如果 1 < a23  a13,那么对每一小的 ⌘ > 0有

lim
t!1

sup
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

|u1(t, x)| = 0; (4.106)

如果 1 < a13  a23,那么对每一小的 ⌘ > 0有

lim
t!1

sup
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

|u2(t, x)| = 0. (4.107)
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我们只探讨情况 1 < a23  a13 和证明(4.106), 而通过转换 u1 和 u2 的

角色我们可得到 (4.107). 将通过应用步骤 1 和步骤 2 归纳定义 B1,j, B2,j, Aj.

首先, 令 B1,1 = B2,1 = 1 并应用步骤 2, 所以对 A = A1 = 1 � a31 � a32 有

(4.103) 成立. 然后让步骤 2 中的 A = A1, 对 i = 1, 2 我们推出 (4.105) 其中

Bi = Bi,2 = max{1� ai3A1, 0}.循环地,如果对某一m > 1有 1� a13Am > 0,那

么 1� a23Am > 0 (由 a13 � a23)和

Am+1 = 1� a31(1� a13Am)� a32(1� a23Am)

= A1 + (a31a13 + a32a23)Am =
mX

n=0

(a31a13 + a32a23)
nA1,

(4.108)

因此对 A = Am+1 有 (4.103). 从 (4.108) 中注意到 Am+1 > Am. 称存在某一

m0 > 1使得 1 � a13Am0  0,然后应用在步骤 3中 (4.105)其中 A = Am0 ,我们

推出 (4.106).

为此,我们反证,并假设对于所有m > 1有 1� a13Am > 0,所以对所有m有

(4.108).可通过以下两种情况我们得出矛盾:

(i) 如果 a31a13 + a32a23 � 1,那么通过选择某一 m0 � 1
a13A1

,由 (4.108)得到

1� a13Am0  1� a13m0A1  0,这得到了矛盾;

(ii) 如果 a31a13 + a32a23 < 1,那么在 (4.108)让m%1得到

A1 =
A1

1� (a31a13 + a32a23)
=

1� a31 � a32
1� (a31a13 + a32a23)

� 1,

其中不等式由 a13 > 1 和 a23 > 1 得到. 因此, 选择足够大的 m0 使得

1� a13Am0  0,这得到了矛盾.

因此, (4.106)成立.

步骤 4. 证明 (4.15). 证明是基于 (1.3) 的整体解的分类. 我们只考虑情况 1 <

a23  a13,因为对于情况 1 < a13  a23, (4.15)可以用同样的方法证明.由步骤 3

中的(4.106),仍需证明对每一小的 ⌘ > 0有

lim
t!1

sup
(��3+⌘)t<x<(c3�⌘)t

(|u2(t, x)|+ |u3(t, x)� 1|) = 0. (4.109)
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假设 (4.109)不成立.那么存在 (tn, xn)使得

cn := xn/tn ! c 2 (��3, c3) 和 lim
n!1

u2(tn, xn) > 0或 lim
n!1

u3(tn, xn) < 1.

和之前一样,也标记 (u1,n, u2,n, u3,n)(t, x) := (u1, u2, u3)(tn + t, xn + x). 由抛物

估计, 假设在 C2
loc(R2) 取子序列有 (u2,n, u3,n) 收敛到 (û2, û3). 由 (4.106), 可知

(û2, û3)满足
8
<

:
@tû2 � @xxû2 = û2(1� û2 � a23û3), R2,

@tû3 � d3@xxû3 = r3û3(1� a32û2 � û3), R2.

又由定理 A 的证明中的 (4.99), 对所有 (t, x) 2 R2 有(û2, û3)(t, x) � (1, �). 让

(U2, U3)表示 ODEs

U 0
2 = U2(1� U2 � a23U3) 和 U 0

3 = r3U3(1� a32U2 � U3),

的解其中初值为 (U2, U3)(0) = (1, �),所以由 a32 < 1 < a23 有 (U2, U3)(1) =

(0, 1).

类似于步骤 1,通过比较,我们得到 (û2, û3)(0, 0) � (U2, U3)(1) = (0, 1),所

以当 n!1时有 u2(tn, xn)! 0和 u3(tn, xn)! 1,这产生了矛盾.因此, (4.109)

成立.至此我们完成定理 B的证明.

注记 4.14 对 c1 > c2,假设 (Hc1,c2,�)成立.假设 a13 > a31 和 a23 < a32 (替

换定理 B中的 a13, a23 > 1),那么对每一小的 ⌘ > 0,有

lim
t!1

sup
0<x<(c3�⌘)t

(|u1(t, x)� U⇤
1 |+ |u2(t, x)� U⇤

2 |+ |u3(t, x)� U⇤
3 |) = 0,

其中 (U⇤
1 , U

⇤
2 , U

⇤
3 )是 (1.3)的唯一的正平衡点.在这种情况下, [18, 命题 1]能够

被应用对 (1.3)产生一个严格凸的 Lyapunov函数.然后,我们可以类似于 [106],

对三物种竞争系统 (1.3)的正的整体解进行完全分类.此处我们省略了细节.

4.5 snlp(c1, c2,�)的的的性性性质质质

这节我们专心于证明注记 4.3和命题 4.1.因为 snlp  �3(�)在引理 4.7得到,

注记 4.3由以下结果得到.
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命题 4.7 假设 c1 > c2 和 � 2 (0,1], snlp 定义在 (4.9). 那么 snlp �
↵3

p
1� a32. 此外, 如果 a31 < a32 和 ↵3 < c2 < c1 < ↵3(

p
a32 +

p
1� a32),

那么 snlp > ↵3

p
1� a32,其中 ↵3 = 2

p
d3r3.

证明. 步骤 1.证明 snlp � ↵3

p
1� a32.此证明依赖于粘性上下解的构造和引理

4.2的应用.定义 ⇢ : [0, c1]! [0,1)由以下

⇢(s) :=

8
>>>><

>>>>:

�s� d3�
2
+ r, c2 < s  c1,

s2

4d3
� r3(1� a32), ↵3

p
1� a32 < s  c2,

0, 0  s  ↵3

p
1� a32,

其中 � = c1�c2
4d3

+ r3(1�a32)
c1�c2

和 r = d3
h
c1�c2
4d3
� r3(1�a32)

c1�c2

i2
.在区间 (0, c1)证明 ⇢是

(4.8)的粘性上解.令 A := c1�c2
4d3
和 B := r3(1�a32)

c1�c2
.验证 ⇢在 [0, c1]上是连续的通

过下面在 s = c2点的计算:

�c2 � d3�
2
+ r = c2


A+B +

c2
2d3

�
� d3


A+B +

c2
2d3

�2
+ r

= c2 [A+B] +
(c2)2

2d3
� d3 [A+B]2 � c2 [A+B]� (c2)2

4d3
+ r

=
(c2)2

4d3
� d3 [A+B]2 + d3 [A� B]2

=
(c2)2

4d3
� 4d3AB =

(c2)2

4d3
� r3(1� a32).

注意到在集合 (0, c1) \ {c2,↵3

p
1� a32}上 ⇢是 (4.8)的经典的上解.因为通过构

造有 ⇢ � 0,仍需考虑当 ⇢� � 在点 ŝ = c2或 ŝ = ↵3

p
1� a32达到严格的局部最

小值的情况,其中 � 2 C1(0,1)是试验函数.当 ŝ = c2,在点 s = ŝ直接计算有

⇢(ŝ)� ŝ�0 + d3|�0|2 +R⇤(ŝ) � (c2)2

4d3
� c2�

0 + d3|�0|2 = d3

✓
�0 � c2

2d3

◆2

� 0.

另一方面,如果 ŝ = ↵3

p
1� a32,那么在点 s = ŝ,计算

⇢(ŝ)� ŝ�0 + d3|�0|2 +R⇤(ŝ) = �↵3

p
1� a32�

0 + d3|�0|2 + r3(1� a32)

= d3


�0 �

q
r3(1�a32)

d3

�2
� 0.
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因此, ⇢是 (4.8)的粘性上解.

可知 ⇢nlp 是 (4.8) 的唯一的粘性解. 注意到 ⇢nlp(0) = 0 = ⇢(0). 为了应用

引理 4.2, 验证边界条件 ⇢(c1) � ⇢nlp(c1). 首先, 由引理 4.3 其中 cg = c1, 它容

易得到 ⇢nlp(c1)  c21/(4d3) � r3(1 � a31). 记 � = c1
2d3
� D 和 r = d3D2, 其中

D = c1�c2
4d3
� r3(1�a32)

c1�c2
,验证

⇢(c1) = �c1 � d3�
2
+ r = c1


c1
2d3
�D

�
� d3


c1
2d3
�D

�2
+ d3D

2

=
c21
2d3
� c1D � d3


c21
4d23
� c1D

d3
+D2

�
+ d3D

2 =
c21
4d3
� ⇢nlp(c1).

通过应用引理 4.2其中 cb = c1,我们推出对 s 2 [0, c1]有 ⇢(s) � ⇢nlp(s).特别地,

0  ⇢nlp(↵3

p
1� a32)  ⇢(↵3

p
1� a32) = 0.因此,由定义,有 snlp = sup{s � 0 :

⇢nlp(s) = 0} � ↵3

p
1� a32,这完成了步骤 1.

步骤 2.证明如果 a31 < a32 和 ↵3 < c2 < c1 < ↵3(
p
a32 +

p
1� a32)有 snlp >

↵3

p
1� a32.由于 a31 < a32,可验证 ⇢nlp是
8
<

:
min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 + r3(1� a32�{sc1}), ⇢} = 0, (0,1),

⇢(0) = 0, lim
s!1

⇢(s)
s = �,

(4.110)

的粘性下解.设 ⇢是 (4.110)唯一的粘性解.推论 4.2表明对所有 s 2 (0,1)有

⇢nlp(s)  ⇢(s).通过与引理 4.2的证明相同的论证,可验证 w(t, x) := t⇢(xt )是
8
<

:
min{@tw + d3|@xw|2 + r3(1� a32�{xc1t}), w} = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w(0, x) = �x, w(t, 0) = 0, x 2 [0,1), t 2 (0,1).

(4.111)

的粘性解.

定义 snlp > 0使得 {(t, x) : w(t, x) = 0} = {(t, x) : t > 0 和 x  snlpt}.因为
c1 < ↵3(

p
a32 +

p
1� a32),在第三章定理 3.1中 (3.4)已证明

snlp > ↵3

p
1� a32.

(为了应用第三章定理 3.1, 变换 w̃(s, y) := w
⇣

s
r3
,
q

d3
r3
y
⌘
.) 考虑到 ⇢(snlp) =

w(1, snlp) = 0,有 0  ⇢nlp(snlp)  ⇢(snlp) = 0.由定义,可得 snlp = sup{s � 0 :

⇢nlp(s) = 0} � snlp > ↵3

p
1� a32.
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接下来我们证明命题 4.1.首先我们准备下面的结果:

引理 4.14 snlp(c1, c2,�)定义在 (4.9).那么 snlp 对 � 2 (0,1]是连续的和

非递增的.

证明. 与引理 4.6类似,可证明 ⇢nlp对 �是非递增的和连续的.这表明 snlp关于 �

是非递增的且连续的.此处我们忽略细节.

命题 4.1的证明. 证明分为两步.

步骤 1. 证明存在某一 � > 0 和 � 2 (0,1) 使得对所有 a31 2 [0, �) 有 (i)

�3(�) = d3� + r3
� < ŝnlp(c1)和 (ii) snlp(c1, ŝnlp(c1),�) > cLLW.这里 ŝnlp和 snlp分

别定义在 (4.5)和 (4.9).

首先,我们考虑 a31 = 0.称存在 � 2 (0,
p
r3/d3)使得

↵3 < �3 = ŝnlp(c1) = snlp(c1, ŝnlp(c1),�), (4.112)

其中 �3 := d3� + r3
�
.实际上,因为 ↵3 = 2

p
d3r3 < ŝnlp(c1) (参见 (4.24)),选择唯

一的 � 2 (0,
p
r3/d3)所以 (4.112)的第一个等式成立.同时, (4.112)的第一个不

等式由 � 2 (0,
p
r3/d3)可得.接下来,证明 �3 = snlp(c1, ŝnlp(c1),�).为此,我们注

意到

⇢(s) := max
�
� · (s� �3), 0

 

是

min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R(s), ⇢} = 0, (0,1), (4.113)

的唯一粘性解,其中R(s) = r3(1� a32�{sŝnlp(c1)}).然而,由 a31 = 0和 (4.112)的

第一个等式可知, ⇢也是 (4.8)的唯一粘性解,其中 c2 = ŝnlp(c1)和 � = �.因此

�3 = snlp(c1, ŝnlp,�).现在,如果我们考虑对小的 ✏ > 0有 � = �+ ✏,然后

�3(�) < �3 = ŝnlp(c1) 和 snlp(c1, ŝnlp(c1),�) > ↵3,

其利用了对 �的连续依赖 (引理 4.14).这证明了 a31 = 0时的步骤 1.因为所有的

不等式都是严格的,当 0 < a31 ⌧ 1时由 a31的连续依赖性可得.

步骤 2.证明对步骤 1选择的 �有 (4.13), (4.14),和 (4.15).首先,竞争层次条件

(4.4), (4.11),和 a21a12 < 1表明 ĉLLW = 2
p
1� a21 如在注记 4.1里叙述的一样.
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因为对于选择的 �有 �3(�) < ŝnlp(c1),应用定理 4.2我们推出当 c1 = 2
p
d1r1和

c2 = ŝnlp(c1)有 (Hc1,c2,�).

由于 (4.4)和 (4.11)也成立,所以定理 A适用.特别地, (4.13)成立.考虑到

snlp(c1, ŝnlp(c1),�) > ↵3 � cLLW (对最后一个不等式参见注记 4.4),因此 (4.14)成

立.最后,由 a13 > 1和 a23 > 1,命题 (4.15)是定理 B 的直接结果.命题 4.1已证

明.

4.6 一一一些些些有有有用用用的的的引引引理理理

在这节,我们介绍本章中用到的一些引理.第一个结果称为线性确定性是基

于 [69, 定理 2.1].相关结果见 [59, 60].

引理 4.15 cLLW 由定义 4.3给定的.假设

d3 �
1

2
, a32(1� a21) < 1 <

a23
1� a21

, 和 a32a23 < 1. (4.114)

那么 cLLW = ↵3

p
1� a32(1� a21).

证明. (u, v)是 (4.10)的解. 那么 (U, V )(s, y) :=
⇣

u
1�a21

, v
⌘⇣

s
r3
,
q

d3
r3
y
⌘
满足

8
<

:
@sU � d̂3@yyU = r̂3U(1� U � â23V ), (0,1)⇥ R,

@sV � @yyV = V (1� â32U � V ), (0,1)⇥ R,

其中 d̂3 =
1
d3
, r̂3 =

1�a21
r3

, â23 =
a23

1�a21
,和 â32 = a32(1� a21). 在这些记号下,我们

观察到 (4.114)等价于

d̂3  2, â32 < 1 < â23 和 â23â32 < 1.

因此引理 4.15是 [69, 定理 2.1]的直接结果.

下面的结果用在引理 4.11的证明中.

引理 4.16 固定任意的 ĉ > 0. (u, v)是
8
<

:
@tu� @xxu = u(1� a21 � u� a23v), 0 < x < ĉt, t > t0,

@tv � d3@xxv = r3v(1� a32u� v), 0 < x < ĉt, t > t0,

的解.假设存在某一 µ̂ > 0使得
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(i) lim
t!1

(u, v)(t, ĉt) = (1� a21, 0);

(ii) 对每一 µ 2 [0, µ̂)有 lim
t!1

eµtv(t, ĉt) = 0.

那么存在 sĉ > 0使得

lim
t!1

sup
ct<x<ĉt

v(t, x) = 0, c > sĉ,

其中

sĉ =

8
><

>:

cLLW, µ̂ � �LLW(ĉ� cLLW),

ĉ� 2d3µ̂

ĉ�
p

ĉ2�4d3[µ̂+r3(1�a32(1�a21))]
, µ̂ < �LLW(ĉ� cLLW).

这里 cLLW 是定义 4.3里定义的和 �LLW =
cLLW�

p
(cLLW)2�↵2

3(1�a32(1�a21))

2d3
.

引理 4.16的证明可以在第二章的引理 2.2中找到,因此省略.

注记 4.15 我们上面提到的 �LLW 满足

�LLWcLLW = d3�
2
LLW + r3(1� a32(1� a21)) 和 �LLW 

cLLW
2d3

.

下面的结果与条件 (4.11)相关和被用于命题 4.3和 4.5的证明.

命题 4.8 假设 (ui)3i=1 是 (1.3)的解使得 (Hc1,c2,�) 成立.如果 (4.11)成立,

那么对每一小的 ⌘ > 0,有

lim
t!1

inf
(c2�⌘)t<x<(c2+⌘)t

(a31u1(t, x) + a32u2(t, x)) � min{a31, a32}. (4.115)

证明. 记 v(t, x) = a31u1(t, x) + a32u2(t, x)和

 := max

⇢
1,

a32a21
a31

�
和 ` := max

n
a13a31,

a23a32


o
.

由于 a31  a32
a12
和 a21 < 1 < a12,有 a31  a32.由于 d1 = 1,利用 (1.3),计算

@tv � @xxv =a31r1u1(1� u1 � a12u2 � a13u3) + a32u2(1� a21u1 � u2 � a23u3)

=a31r1u1(1� u1) + a32u2(1� u2)� (a31a12r1 + a32a21) u1u2

� (a13a31r1u1 + a23a32u2) u3 (4.116)

�a31r1u1(1� u1) + a31u2 � a32u2
2 � (a32r1 + a31) u1u2 � (r1u1 + u2)`u3

=(r1u1 + u2) (a31 � `u3 � v) .
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利用 (4.7), 对每一小的 ⌘ > 0,我们得到

lim
t!1

v(t, (c1 � 3⌘)t) = a31 和 lim
t!1

v(t, (c2 � 3⌘)t) = a32 > a31,

而且,

lim
t!1

sup
(c2�2⌘)t<x<(�1�2⌘)t

|u3(t, x)| = 0.

应用如定理 B 的证明中的步骤 1 的相似的论证, 可证明存在某一 T > 0 和

� 2 (0, a31)使得

v(t, x) � �, ⌦T := {(t, x) : t � T, (c2 � 3⌘)t  x  (�1 � 3⌘)t}. (4.117)

v(t, x)是

@tv � @xxv = (r1u1 + u2) (a31 � `u3 � v) , ⌦T 和 v = �, @⌦T ,

的唯一解,其中 v(t, x)明显是 (4.116)和 (4.117)的上解.通过比较原理,我们得

到在 ⌦̄T 有 v  v,注意 a31  a32,它足以证明

lim
t!1

sup
(c2�⌘)t<x<(c2+⌘)t

v(t, x) = a31. (4.118)

抛物最大值原理表明在 ⌦̄T 有 v  a31.假设 (4.118)不成立,那么存在 (tn, xn)使

得

cn := xn/tn ! c 2 (c2 � 2⌘, c2 + 2⌘) 和 lim
n!1

v(tn, xn) < a31. (4.119)

记 vn(t, x) := v(tn+t, xn+x)和 (u1,n, u2,n, u3,n)(t, x) := (u1, u2, u3)(tn+t, xn+x).

通过抛物估计可知 vn和 (u1,n, u2,n, u3,n)对每一紧子集 K ⇢ R2在 C2
loc(K)是预

紧的.注意到当 n!1有 u3,n ! 0和应用 (4.117),对某一 �̃ > 0,有

lim inf
n!1

(r1u1,n + u2,n) � min

⇢
r1
a31

,


a32

�
lim inf
n!1

v(tn + t, xn + x) > �̃.

如需必要取子序列,假设在 C2
loc(R2)有 vn ! v̂,它满足

�  v̂  a31 和 @tv̂ � @xxv̂ � �̃ (a31 � v̂) , R2.

通过抛物最大值原理, 我们推出 R2 有 v̂ ⌘ a31, 且特别地, 有 lim
n!1

v(tn, xn) =

v̂(0, 0) = a31,这与 (4.119)矛盾.因此, (4.118)成立.
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注记 4.16 提到在定理 A的条件 (4.11)对保证 (4.115)是几乎必要的.实

际上,对于 (4.1)的行波解 (ũ1, ũ2), [19]考虑了 a31ũ1 + a32ũ2 的下界.在 [19, 定

理 1.2]里令 ũ1 = 1和 ũ2 =
1

a12
有

a31ũ1 + a32ũ2 � min

⇢
a31,

a32
a12

�
min(d1, 1)

max(d1, 1)
.

确认 (ũ1, ũ2)满足 (4.115),要求

min

⇢
a31,

a32
a12

�
min(d1, 1)

max(d1, 1)
� min{a31, a32},

这反过来表明 d1 = 1和 a31  a32
a12

.

4.7 引引引理理理 4.3和和和命命命题题题 4.2的的的证证证明明明

引理 4.3的证明. 这里仅证明唯一性,因为 ⇢̂的存在性是标准的,如 [26, 定理 2].

通过区分情况 �̂ 2 (0,1)和 �̂ =1,我们将证明分为两个步骤.

步骤 1. 在这部分,证明当 �̂ 2 (0,1)有引理 4.3.对这种情况的唯一性已在引理

4.2证明.仍需证明 (a)和 (b)成立.

为此,首先如下定义 ⇢
1
2 C(0,1):

(i) 如果 �̂ 
q

r̂
d̂
,那么 ⇢

1
(s) := max

n
�̂s� (d̂�̂2 + r̂), 0

o
;

(ii) 如果 �̂ >
q

r̂
d̂
,那么

⇢
1
(s) :=

8
>>>><

>>>>:

�̂s� (d̂�̂2 + r̂), s � 2d̂�̂,

s2

4d̂
� r̂, 2

p
d̂r̂  s < 2d̂�̂,

0, 0  s < 2
p

d̂r̂.

直接验证 ⇢
1
是

min{⇢� s⇢0 + d̂|⇢0|2 + r̂, ⇢} = 0, (0,1),

的粘性下解 (实际上是粘性解).考虑到 g � 0,我们得到 ⇢
1
是 (4.32)的粘性下解.

令 gmax := max

(
sup
(0,1)

g, (cg)
2

4d̂

)
.如下定义 ⇢1 2 C(0,1):
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(i) 如果 �̂ > cg
2d̂
,那么

⇢1 :=

8
>>>><

>>>>:

�̂s� (d̂�̂2 + r̂), s � 2d̂�̂,

s2

4d̂
� r̂, cg  s < 2d̂�̂,

�̂1s� (d̂�̂21 + r̂ � gmax), 0  s < cg,

其中 �̂1 =
cg
2d̂
�
q

gmax

d̂
;

(ii) 如果 �̂  cg
2d̂
,那么

⇢1 :=

8
<

:
�̂s� (d̂�̂2 + r̂), s � cg,

�̂2s� (d̂�̂22 + r̂ � gmax), 0  s < cg,

其中 �̂2 =
cg�
p

(cg�2d̂�̂)2+4d̂gmax

2d̂
.

我们将验证对情况 (i)上面定义的 ⇢1是 (4.32)的粘性上解,然后可对情况 (ii)进

行类似的验证.由于 spt g ⇢ [0, cg],根据 gmax的定义,只要验证 ⇢1是

min
n
⇢� s⇢0 + d̂|⇢0|2 + r̂ � gmax�{0<s<cg}, ⇢

o
= 0, (0,1), (4.120)

的粘性上解.

由上面 ⇢1 的定义,可知在 [0,1)中 ⇢1 是连续的和非负的.可知每当 s 6= cg

时 ⇢1 是 (4.120)的经典解 (因此是粘性解).仍需考虑当 ⇢1 � �在 s = cg 处达到

严格的局部最小值时,其中 � 2 C1(0,1)中是任意测验函数.

在这种情况下,注意到在 s = cg上 (r̂� gmax�{0<s<cg})
⇤ = r̂,我们在点 s = cg

计算

⇢1 � cg�
0 + d̂|�0|2 + r̂ =

(cg)2

4d̂
� r̂ � cg�

0 + d̂|�0|2 + r̂ = d̂

✓
�0 � cg

2d̂

◆2

� 0.

因此 ⇢1是 (4.120)的粘性上解,从而是 (4.32)的粘性上解.

同时注意到

lim sup
s!1

⇢
1
(s)

s
= lim sup

s!1

⇢̂(s)

s
= lim inf

s!1

⇢1(s)

s
= �̂.
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为了应用引理 4.2,我们验证 ⇢
1
(0)  ⇢̂(0)  ⇢1(0).当 �̂ > cg

2d̂
,计算

⇢1(0) =� (d̂�̂21 + r̂ � gmax)

��̂1(cg � d̂�̂1)� (r̂ � gmax)

=d̂

✓
cg

2d̂
�
r

gmax

d̂

◆✓
cg

2d̂
+

r
gmax

d̂

◆
� (r̂ � gmax)

=
(cg)2

4d̂
� r̂ � 0 = ⇢̂(0) = ⇢

1
(0),

(4.121)

其中第一个不等式由于 �̂1  0,对 �̂  cg
2d̂
我们进行类似的验证.

因此,上面定义的 ⇢1 和 ⇢
1
是 (4.32)的一对粘性上下解.由 ⇢

1
和 ⇢1 的表达

式注意到在 [cg,1)上有 ⇢1 = ⇢
1
和满足 (a)和 (b). ⇢̂是 (4.32)的粘性解.由引理

4.2可知在 [0,1)上 ⇢
1
 ⇢̂  ⇢1,在 [cg,1)上 (a)和 (b)成立.因此步骤 1完成.

步骤 2.当 �̂ =1时,证明引理 4.3.首先,证明当 �̂ =1对 (4.32)的任何粘性解

⇢̂,有

⇢̂(s) =
s2

4d̂
� r̂, s � cg. (4.122)

为此,我们采用步骤 1相同的方法通过构造合适的 (4.32)粘性上下解.对任意

� >
q

r̂/d̂,定义 ⇢
�
2 C(0,1)如下

⇢
�
:=

8
>>>><

>>>>:

�s� (d̂�2 + r̂), s � 2d̂�,

s2

4d̂
� r̂, 2

p
d̂r̂  s < 2d̂�,

0, 0  s < 2
p

d̂r̂,

(4.123)

其可直接验证为 (4.32)的粘性下解.考虑到 ⇢
�
(0) = 0 = ⇢̂(0)和 lim sup

s!1

⇢
�
(s)

s =

� <1 = lim sup
s!1

⇢̂(s)
s ,应用引理 4.2取 cb =1我们推出对 � >

q
r̂/d̂有

⇢
�
 ⇢̂, [0,1),

这里让 �!1,结合 (4.123)里 ⇢
�
的表达式,我们得到

⇢̂(s) � s2

4d̂
� r̂, s � cg. (4.124)
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进一步,对于任何 ✏ > 0和 s0 > cg,定义 ⇢✏,s0 2 C([0, s0])如下

⇢✏,s0 :=

8
>><

>>:

s2

4d̂
� r̂ + ✏

s0�s , cg  s < s0,

�̂1s� (d̂�̂21 + r̂ � gmax � ✏
s0�cg

), 0  s < cg,
(4.125)

其中 �̂1 = cg
2d̂
�
q

gmax

d̂
是定义在步骤 1.类似于步骤 1,验证对每一 s0 > cg 在

(0, s0)上 ⇢✏,s0 是 (4.32)的粘性上解.由 (4.121),可验证 ⇢✏,s0(0) � 0 = ⇢̂(0) = 0.

此外,因为
⇢̂(s0)

s0
<1 = lim inf

s!s0

⇢✏,s0(s)

s
,

应用引理 4.2取 cb = s0 我们得到对 s 2 [0, s0]有 ⇢̂(s)  ⇢✏,s0(s).让 ✏ ! 0然后

s0 !1,对 s 2 [cg,1)有 ⇢̂(s)  s2

4d̂
� r̂,其结合 (4.124)表明 (4.122).

最后,应用引理 4.2证明 ⇢̂在 [0, cg]也是唯一确定的.因此 ⇢̂是唯一的,至此

完成了引理 4.2.

接下来,证明命题 4.2中剩下的情形 �̂ =1.

对命题 4.2的 �̂ =1情形的证明. 在这种情况下, w̃(t, x)是下面方程
8
>><

>>:

min{@tw + d̂|@xw|2 + r̂ � g
�
x
t

�
, w} = 0, (0,1)⇥ (0,1),

w(0, x) =

(
0, x = 0,

1, x 2 (0,1),
w(t, 0) = 0, [0,1).

(4.126)

的粘性上解 (粘性下解). 如果 (t, x) ! (0, x0) 对 x0 > 0 初值可以理解为

w̃(t, x)!1

步骤 1. w̃(t, x)是 (4.126)的粘性上解.证明在 (0,1)⇥ (0,1)有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�
,

其中 ⇢̂是 (4.32)的唯一的粘性解.

首先证明对 x � cgt有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�
,其中 cg 是给定在 (Hg).由引理 4.3

证明中的步骤 2,对所有的 � >
q

r̂/d̂,有由 (4.123)定义的 ⇢
�
是

min{⇢� s⇢0 + d̂|⇢0|2 + r̂ � g(s), ⇢} = 0, (0,1),

的粘性下解,因此,通过引理 4.2的标准验证,推出 t⇢
�

�
x
t

�
是 (4.126)的粘性下

解.注意到

t⇢
�
(0) = 0  w̃(t, 0) 和 lim

t!0

h
t⇢

�

⇣x
t

⌘i
= �x  w̃(0, x).
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应用第三章的定理 3.5推出对所有 � >
q

r̂/d̂,有

w̃(t, x) � t⇢
�

⇣x
t

⌘
, (0,1)⇥ (0,1). (4.127)

应用引理 4.3,推出对 s 2 [cg,1)当 � ! 1时有 ⇢
�
(s) ! s2

4d̂
� r̂ = ⇢̂(s),所以让

(4.127)里的 �!1得到对 x � cgt有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�
.

为了完成步骤 1,仍需证明对 0  x  cgt有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�
.我们注意到 w̃

是问题
8
<

:
min{@tw + d̂|@xw|2 + r̂ � g (x/t) , w} = 0, 0 < x < cgt,

w(t, 0) = 0, w(t, cgt) = t⇢̂ (cg) , t � 0,
(4.128)

的粘性上解,同时,通过直接验证, t⇢̂
�
x
t

�
是 (4.128)的粘性解.再次应用第三章的

定理 3.5我们推出对 0  x  cgt有 w̃(t, x) � t⇢̂
�
x
t

�
,这完成步骤 1.

步骤 2. w̃(t, x)是 (4.126)的粘性下解.证明 w̃(t, x)  t⇢̂
�
x
t

�
.对任意的 ✏ > 0和

s0 > cg,可知由 (4.125)给定的 ⇢✏,s0 是

min{⇢� s⇢0 + d̂|⇢0|2 + r̂ � g(s), ⇢} = 0, (0, s0),

的粘性上解,由此可验证 t⇢✏,s0
�
x
t

�
对 0 < x < s0t是 (4.126)的粘性上解.再次应

用第三章的定理 3.5,推出

w̃(t, x)  t⇢✏,s0

⇣x
t

⌘
, 0 < x < s0t. (4.129)

让 ✏ ! 0 再让 (4.129) 里的 s0 ! 1 (正如在引理 4.3 里的证明), 且注意到对

s 2 [cg,1)有 ⇢✏,s0(s) !
s2

4d̂
� r̂ = ⇢̂(s),我们推出对 x � cgt有 w̃(t, x)  t⇢̂

�
x
t

�
.

最后,对 0  x  cgt事实 w̃(t, x)  t⇢̂
�
x
t

�
能如步骤 1一样通过相同的论证得到.

步骤 2完成,因此命题 4.2完成了.

4.8 snlp(c1, c2,�)的的的显显显式式式表表表达达达式式式

这节致力于得到 4.2里的 snlp(c1, c2,�)的表达式和证明定理 C.

可知 ⇢nlp是 (4.8)的唯一粘性解且有 snlp = sup{s � 0 : ⇢nlp(s) = 0}.

由引理 4.3 (其中 cg = c1),可显式地重写 ⇢nlp表示为

⇢nlp(c1) = ⇣1c1 � d3⇣
2
1 � r3(1� a31), (4.130)
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其中 ↵3 = 2
p
d3r3和 ⇣1定义在 (4.17)中.

用这种方法,可认为 ⇢nlp是

8
><

>:

min{⇢� s⇢0 + d3|⇢0|2 +R(s), ⇢} = 0, (0, c1),

⇢(0) = 0, ⇢(c1) = ⇣1c1 � d3⇣21 � r3(1� a31),
(4.131)

的唯一粘性解,其中R(s) = r3(1� a31�{c2<sc1} � a32�{sc2}).

为了证明定理 C,首先介绍 snlp > ↵3

p
1� a32的一些充分必要条件.回顾在

(4.17)里 ⇣1的定义.

命题 4.9 如果 ⇣1  c2
2d3

,那么 snlp > ↵3

p
1� a32当且仅当

⇣1c2 � d3⇣
2
1 � r3(1� a31) < c2

s
r3(1� a32)

d3
� 2r3(1� a32). (4.132)

在这种情况下, (4.131)的唯一粘性解 ⇢nlp由

⇢nlp =

8
>>>><

>>>>:

⇣1s� d3⇣21 � r3(1� a31), c2 < s  c1,

�nlp2(s� snlp), snlp < s  c2,

0, 0  s  snlp,

(4.133)

给定,其中 �nlp2 =
c2�
p

(c2�2d3⇣1)
2+↵2

3(a32�a31)

2d3
和 snlp = d3�nlp2 +

r3(1�a32)
�nlp2

.

注记 4.17 假设 (4.132)成立.直接验证 ⇣1c2 � d3⇣21 � r3(1 � a31) <
c22
4d3
�

r3(1� a32),这表明

(c2 � 2d3⇣1)
2 + ↵2

3(a32 � a31) > 0, (4.134)

所以 �nlp2是好的定义.

通过直接计算,可验证 (4.132)等价于 (4.134)和 �nlp2 <
q

r3(1�a32)
d3

, 由此

snlp > ↵3

p
1� a32.

命题 4.9的证明. 我们将证明分成下面两步.

步骤 1.假设 (4.132)成立和证明 snlp > ↵3

p
1� a32.

用 ⇢̂表示 (4.133)右端项.证明 ⇢̂是 (4.131)的粘性解.
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通过构造, ⇢̂在 [0, c1]上是连续的.实际上,当 s 62 {c2, snlp}时 ⇢̂是 (4.131)经

典的解.称 ⇢̂是 (4.131)的粘性上解.为此,假设 ⇢̂� � 在 s0 2 {c2, snlp}上达到严
格局部最小值.如果 s0 = snlp,那么 0  �0(snlp)  �nlp2,并因此在 s = snlp上有

⇢̂(snlp)� snlp�
0 + d3|�0|2 +R⇤(c2) � d3(�

0 � �nlp2)
✓
�0 � r3(1� a32)

d3�nlp2

◆
� 0,

其中应用 ⇢̂(snlp) = 0得到第一个不等式和最后一个不等式是 �0 � r3(1�a32)
d3�nlp2


�0 � �nlp2  0 (由注记 4.17可得)的结果.

在 s0 = c2情形,有 �0(c2)  ⇣1,所以在 s = c2上计算,

⇢̂(c2)� c2�
0(c2) + d3|�0(c2)|2 +R⇤(c2) � ⇣1c2 � d3⇣

2
1 � c2�

0(c2) + d3|�0(c2)|2

= d3

✓
�0(c2) + ⇣1 �

c2
d3

◆
(�0(c2)� ⇣1) � 0,

其中应用 �0(c2)  ⇣1和 �0(c2) + ⌘1 � c2
d3
 2⇣1 � c2

d3
 0得到最后一个不等式.

仍需证明 ⇢̂也是 (4.131)的粘性下解.对某一试验函数 � 2 C1(0,1),假设

⇢̂� �在 s = c2上达到严格的局部最大值,且 ⇢̂(c2) > 0.

注意到对 s ⇡ c2有 (⇢̂� �)(s)  (⇢̂� �)(c2),所以 ⇣1  �0(c2)  �nlp2.因此,

在 s = c2估计,通过 (4.133)计算可得

⇢̂� c2�
0 + d3|�0|2 +R⇤(c2) = ⇢̂� c2�

0 + d3|�0|2 + r3(1�max{a31, a32})

 ⇣1c2 � d3⇣
2
1 � c2�

0 + d3|�0|2

= d3

✓
�0 + ⇣1 �

c2
d3

◆
(�0 � ⇣1)  0,

其中最后一个不等式由 ⇣1  �0(c2)  �nlp2  c2
2d3
可得.因此,由 (4.133)右端定

义的 ⇢̂是 (4.131)的粘性解.因为 ⇢nlp(c1) = ⇢̂(c1) = 0和 ⇢nlp(0) = ⇢̂(0),的粘性解

的唯一性 (由引理 4.3),推出对 [0, c1)有 ⇢nlp(s) = ⇢̂(s).

由注记 4.17我们推出 snlp > ↵3

p
1� a32.步骤 1完成.

步骤 2.假设 (4.132)不成立并证明 snlp  ↵3

p
1� a32.

假设 (4.132)不成立,即

⇣1c2 � d3⇣
2
1 � r3(1� a31) � c2

s
r3(1� a32)

d3
� 2r3(1� a32). (4.135)
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因为 ⇣1  c2
2d3

, (4.135)的左端项在
h
0, c2

2d3

i
上关于 ⇣1 递增,且 (4.135)的右端项

大于等于 �r3(1 � a32) (因为 c2 � ↵3

p
1� a32), 选择 0 < ⇣̃1  ⇣1  c2

2d3
使满

足⇣̃1c2 � d3⇣̃21 � r3(1� a31) = c2
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32).

定义

⇢
3
(s) :=

8
>>>><

>>>>:

⇣̃1s� d3⇣̃21 � r3(1� a31), c2 < s  c1,

s
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32), ↵3

p
1� a32 < s  c2,

0, 0  s  ↵3

p
1� a32.

(4.136)

通过 ⇣̃1的选择,有 ⇢nlp(c1) � ⇢
3
(c1).

通过步骤 1相同的论证,可验证 ⇢
3
是 (4.131)的粘性下解.连同 ⇢nlp(0) =

⇢
3
(0),通过再次应用引理 4.2,对 s 2 [0, c1]我们得到 ⇢nlp(s) � ⇢

3
(s).

因为在 s > ↵3

p
1� a32上有 ⇢nlp(s) � ⇢

3
(s) > 0,我们推出 snlp  ↵3

p
1� a32.

命题 4.10 如果 ⇣1 >
c2
2d3

,那么 snlp > ↵3

p
(1� a32)当且仅当

(c2)2

4d3
� r3(1� a31) < c2

s
r3(1� a32)

d3
� 2r3(1� a32). (4.137)

在这种情况下, (4.131)的粘性解 ⇢nlp由

⇢nlp

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

⇣1s� d3⇣21 � r(1� a31), 2d3⇣1 < s  c1,

s2

4d3
� r3(1� a31), c2 < s  2d3⇣1,

�nlp1(s� snlp), snlp < s  c2,

0, 0  s  snlp,

(4.138)

给出, 其中 �nlp1 =
c2
2d3
�
q

r3(a32�a31)
d3

和 snlp = d3�nlp1 +
r3(1�a32)

�nlp1
.

注记 4.18 条件 (4.137)等价于

a32 > a31 和 �nlp1 <
q

r3(1�a32)
d3

, (4.139)

这表明 �nlp1是好的定义且 snlp = d3�nlp1 +
r3(1�a32)

�nlp1
> ↵3

p
1� a32.
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命题 4.10的证明. 若 (4.137) 成立, 正如命题 4.9 里步骤 1 的相同论证, 可验

证由 (4.138) 给定的 ⇢nlp 是 (4.131) 的唯一的粘性解. 那么由注记 4.18 可得

snlp > ↵3

p
1� a32.

仍需假设 (4.137) 不成立时证明 snlp  ↵3

p
1� a32. 在这种情形下, c22

4d3
�

r3(1� a31) � c2
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32).

因为 ⇣ 7! c2⇣ � d3⇣2 在 ⇣ = c2
2d3
上达到最大值

c22
4d3

,选择 ⇣̃1 � c2
2d3
使之满足

c2⇣̃1 � d3⇣̃21 � r3(1� a31) = c2
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32).

现在,如下定义 ⇢
4
2 C([0, c1]).

(i) 如果 ⇣̃1  ⇣1,那么

⇢
4
(s) :=

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

⇣1s� d3⇣21 � r3(1� a31), 2d3⇣1 < s  c1,

s2

4d3
� r3(1� a31), 2d3⇣̃1 < s  2d3⇣1,

⇣̃1s� d3⇣̃21 � r3(1� a31), c2 < s  2d3⇣̃1,

s
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32), ↵3

p
1� a32 < s  c2,

0, 0  s  ↵3

p
1� a32;

(ii) 如果 ⇣̃1 > ⇣1,那么

⇢
4
(s) :=

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

⇣1s� d3⇣21 � r3(1� a31), min{d3(⇣1 + ⇣̃1), c1} < s  c1,

⇣̃1s� d3⇣̃21 � r3(1� a31), c2 < s  min{d3(⇣1 + ⇣̃1), c1},

s
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32), ↵3

p
1� a32 < s  c2,

0, 0  s  ↵3

p
1� a32.

证明上面定义的 ⇢
4
是 (4.131)的粘性下解.

实际上, 在情形 (i) 下当 s 62 {c2,↵3

p
1� a32} 时或者在情形 (ii) 下 s 62

{d3(⇣1 + ⇣̃1), c2,↵3

p
1� a32}时可知 ⇢

4
是 (4.131)的经典解.

对这两种情形,在 s = c2的小邻域里, ⇢
4
(s)能重写为

⇢
4
(s) = max

⇢
⇣̃1s� d3⇣̃

2
1 � r3(1� a31), s

q
r3(1�a32)

d3
� 2r3(1� a32)

�
.
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注意到 ⇣̃1s� d3⇣̃21 � r3(1� a31)和 s
q

r3(1�a32)
d3

� 2r3(1� a32)都是 (4.131)的粘性

下解.因此在这个区域 ⇢
4
是 (4.131)的粘性下解.

仍需考虑情形 (ii) 和假设对任意试验函数 � 2 C1(0,1), ⇢
4
� � 在 ŝ =

d3(⇣1 + ⇣̃1)达到严格局部的最大值,且 ⇢(ŝ) > 0.

在这种情形下,可验证 ⇣1  �0(ŝ)  ⇣̃1,由此,在 ŝ = d3(⇣1 + ⇣̃1)上,我们推出

⇢
4
(ŝ)� c2�

0 + d3|�0|2 +R⇤(ŝ) = ⇢
4
(ŝ)� ŝ�0 + d3|�0|2 + r3(1� a31)

= ⇣1c2 � d3⇣
2
1 � d3(⇣1 + ⇣̃1)�

0 + d3|�0|2

 d3(�
0 � ⇣1)(�0 � ⇣̃1)  0,

其中应用 ⇣1, ⇣̃1 � c2
2d3
得到第一个不等式.因此, ⇢

4
是 (4.131)粘性下解.

由 ⇢nlp(c1) = ⇢
4
(c1)和 ⇢nlp(0) = ⇢

4
(0),引理 4.2表明对 s 2 [0, c1]有 ⇢nlp(s) �

⇢
4
(s).

因为对 s > ↵3

p
1� a32有 ⇢nlp(s) � ⇢

4
(s) > 0,有 snlp  ↵3

p
1� a32.

现可以证明定理 C.

定理 C的证明. 由命题 4.7, 4.9,和 4.10,可知 snlp(c1, c2,�)能表示为

snlp(c1, c2,�) =

8
>>>>><

>>>>>:

d3�nlp1 +
r3(1�a32)

�nlp1
, ⇣1 >

c2
2d3
和 (4.137)成立,

d3�nlp2 +
r3(1�a32)

�nlp2
, ⇣1  c2

2d3
和 (4.132)成立,

↵3

p
1� a32, 其他.

(4.140)

由注记 4.18,我们注意到 (4.137)等价于 (4.139),和由注记 4.17可知 (4.132)等价

于 (4.134)和 �nlp2 <
q

r3(1�a32)
d3

.

另一方面, (4.134) 等价于 a31 < a32, 或者 a31 � a32 且 ⇣1 + ⇣2 < c2
d3
, 其中

应用在 (4.17) 上 ⇣2 的定义. 因此, (4.140) 与 (4.16) 一致, 所以得到定理 C 的

(4.16).
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第第第五五五章章章 论论论文文文总总总结结结与与与研研研究究究展展展望望望

本章主要对全文工作进行总结,并给出未来研究展望

5.1 论论论文文文总总总结结结

本文主要针对 Lotka-Volterra双物种和三物种竞争扩散系统进行分析,主

要研究具有多波物种的渐近传播速度,并考虑了初值对传播速度的影响.本文

主要用一种新的方法研究多物种反应-扩散系统的传播速度,本文的主要思想是

在特定的移动坐标 y = x � ct下解的渐近速度估计,这种方法受到了 Freidlin,

Evans和 Souganidis等人 Hamilton-Jacobi方法的启发.这种方法能够处理许多

反应-扩散问题,如问题的解耦,和某些非合作系统等.

针对初值为紧支集的双物种弱竞争扩散系统, 第一个主要结果解决

了由 Shigesada 等人在 1997 年提出的公开问题, 和证明了其中一个物种以

“nonlocally pulled wave”向右传播.结果表明较快物种的传播速度与较慢速度

无关,而较慢物种的传播速度是较快物种的传播速度的非递增函数.这说明较快

的物种抑制较慢物种的入侵,快的物种速度越快,慢的物种越难入侵.特别地,当

两个竞争物种在缺乏竞争的情况下传播速度相同时,存在 (k1, k2)到 (0, 0)的入

侵波,与 Tang和 Fife [92]的结果相关.此外,这个方法可应用于 a < 1 < b的情

形,这意味着提供了一种更简单的方法研究 [47],无需构造全局上下解,且能清

楚地知道出现非局部传播速度的原因.

自然地,研究初值对物种传播速度的影响.这里主要集中研究当初值为指数

衰减的情形.在这部分得到了分段的 Lipschitz连续的 Hamilton-Jacobi方程比

较原理,基于此原理,构造局部上下解推导出传播速度的准确表达式,得到初值

如何影响物种的传播速度.结果表明初值的衰减率越快导致传播速度越慢.当衰

减率足够大时,传播性质结果与初值为紧支集的情形相同.快的物种关于该物种

的指数衰减率为非递增函数,慢的物种同时依赖于快物种的传播速度和慢物种

的指数衰减率.

最后研究三个物种竞争系统的传播性质,它是非合作的,比较原理不再适

用.这里应用 Hamilton-Jacobi和速度递归的方法,就两个更快的物种的传播速
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度而言,建立了最慢物种传播速 c3的上下界估计.在一定条件下,此估计是最佳

的,即 c3 = snlp,其中速度 snlp 是某一 Hamilton-Jacobi方程的粘性解的自由边

界点.此外,还给出了物种在最终区域 {(t, x) : x < c3t}的渐近性态,且通过数值

模拟得到此时给出的假设条件是得到此结果的最优的.文章的最后给出了 snlp

的显式表达式,且通过数值模拟得到在某些条件下显示 c3 < snlp,说明文章得到

的结果是较优的,即 c3 = snlp 在一定条件下才成立.据我们所知,这是在无界区

域三物种竞争系统的第一个理论结果.

5.2 研研研究究究展展展望望望

本文主要对双物种和三物种的竞争扩散系统进行分析, 利用 Hamilton-

Jacobi方法,得到了物种的渐近传播速度及初值对传播速度的影响,其均为生物

数学领域的重要课题,全文虽给出了较为深入的分析,但生物系统不仅有竞争还

有捕食和合作系统等,因此仍有很多工作可以开展：

(1) 对于三物种系统,虽然本文对三物种竞争扩散系统的传播系统已有深

入研究,但是三物种捕食系统的最慢物种的传播性质仍缺乏理论结果.探讨继续

用本文的方法去研究三物种的捕食系统的最慢物种的传播速度,如 Ducrot等人

[33]研究了两个捕食者和一个被捕食者的捕食系统,但对于最慢物种的传播速

度仍是一个公开问题.

(2) 对于常系数和空间异质的合作系统已有深入分析,对于小扩散系数的时

空异质的合作系统, Bai和 He [7]得到了主特征值的渐近行为,但是对应的主特

征函数仍是一个公开问题,可研究对应的主特征函数的渐近行为以及时间周期

和空间异质的作用,继而在理论和应用方面给出指解释和说明.

(3) Hu等人 [58]研究了关于从不利环境 (有利环境)转变为有利环境 (不利

环境)的自由边界问题.我们可利用 Hamilton-Jacobi方法研究非单调的变换环

境下的自由边界问题.

以上几个问题的列举只是为了抛砖引玉. 事实上, 在反应-扩散方程中, 依然

存在许多非常重要的并且具有挑战性的问题值得人们进一步地关注和研究.
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Poincaré-AN 36 (2019) 1539-1573.

[30] Y.H. Du, C.-H. Wu, Spreading with two speeds and mass segregation in a di↵usive

competition system with free boundaries, Calc. Var. Partial Dif. 57 (2018) 36pp.

[31] A. Ducrot, Convergence to generalized transition waves for some Holling-Tanner

prey-predator reaction-di↵usion system, J. Math. Pures Appl. 100 (2013) 1-15.

[32] A. Ducrot, Spatial propagation for a two component reaction-di↵usion system aris-

ing in population dynamics, J. Di↵erential Equations 260 (2016) 8316-8357.

[33] A. Ducrot, T. Giletti, J.-S. G, M. Shimoji, Asymptotic spreading speeds for a

predator-prey system with two predators and one prey, in press.

[34] A. Ducrot, T. Giletti, H. Matano, Spreading speeds for multidimensional reaction-

di↵usion systems of the prey-predator type, Calc. Var. Partial Dif. 58 (2019) 137.

[35] U. Ebert, W.V. Saarloos, Front propagation into unstable states: Universal algebraic

convergence towards uniformly translating pulled fronts, Physica D 146 (2000) 1-99.

[36] C.S. Elton, The ecology of invasion by animals and plants, Methuen, London.

[37] L.C. Evans, P.E. Souganidis, Di↵erential games and representation formulas for

solutions of Hamilton-Jacobi-Isaacs equation, Indiana Univ. Math. J. 33 (1984) 773-

797.



160 相互作用物种的多波渐近传播

[38] L.C. Evans, P.E. Souganidis, A PDE approach to geometric optics for certain semi-

linear parabolic equations, Indiana Univ. Math. J. 38 (1989) 141-172.

[39] J. Fang, Y.J. Lou, J.H. Wu, Can pathogen spread keep pace with its host invasion?

SIAM J. Appl. Math. 74 (2016) 1633-1657.

[40] J. Fang, X. Yu, X.Q. Zhao, Traveling waves and spreading speeds for time–space

periodic monotone systems, J. Func. Anal. 272 (2017) 4222-4262.

[41] J. Fang, X.Q. Zhao, Traveling waves for monotone semiflows with weak compactness,

SIAM J. Math. Anal. 46 (2014) 3678-3704.

[42] R.A. Fisher, The wave of advance of advantageous genes, Annals of eugenics 7 (1937)

355-369.

[43] M.I. Freidlin, Limit theorems for large deviations and reaction-di↵usion equation,

Ann. Probab. 13 (1985) 639-675.
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