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INTRODUCTION 

Le but principal de ce travail est de resoudre Ja question suivante posee 

pat· M. Charles de Ia Vallee Poussin (*) : Est-il possible ou non de representer 

l'ordonnee d'une ligne polygonale avec une approximation d'ordre supe­

rieur a ~ par un polynome de degre n. La possibilite d'atteindre effective­

ment cette approximation avait ete demontree par M. de Ia Vallee Poussin 

dans le Mernoire cite. 

Le premier pas vers Ia solution du probleme vient d'etre fait egalement 

par M. de Ia Vallee Poussin dans un mcmoire (**) paru pendant Ia redac­

tion du present travail. Dans ce dernier memoire, J>honorahle professeur de 

Louvain expose une methode geuerale pour Ia recherche des polynomes 

d'approximation et arrive, en particulier, a ce resultal que Ia meilleure 

approximation d'une Jigne polygonale par un polynome de degre n a pour 

limite inferieure n(lo~n):l' 
Le present memoire apporte Ia t·eponse complete a Ia question posee : 

La meilleure approximation de I xI dans l'intervalte (- 1, + 1) par 
. v;l-t 2 

un polynorne de degre 2n > 0 est comprzse entre 4(2n _ 1) et 1t(2n + 1) • 

(*) Sur Ia convergence des formules d'interpolation entre ordonnees equidistanles, BuL­

LETIN LIE L'AcADEMIE DES SCIENCES DE BELGIQUE, 1908, p. 403. 

('*J Sur les polynomes d'approximation et la representation approchie d'un angle, IBID., 

decembre 1910, p. 808. 



4 INTRODUCTION. 

En cherchant a resoudre le probleme de M. de Ia Vallee Poussin, je fus 

arnene tout naturellement a me poser d'autres questions analogues et 

a entreprendre une etude generale des relations qui existent entre Ia 

meilleure approximation d'une fonction et ses proprietes differentielles. 

L'ensemble de cette etude se trouve expose dans le present memoire C) 
( plusieurs de mes resultats sont resumes sans demonstrations dans une note : 

Sur l' UJJJn'OXimatiou des fonctions continue.fl pm· de.<:. pol,y11omes. Cornptes 

rendus de I'Acadernie des Sciences, t. ~LII, 27 fevrier 19ft). 

(*) Je rn'empresse de signaler un memoire de M. Jackson paru apres !'envoi de ce 

travail a l'Academie de Belgique, et traitant de questions analogues. Ueber die Genauigkeit 

der Anniiherung stetiger Funktionen durch ganze rationale Funktionen. Gottingen (PREIS­

SCHRIFT UND INAUGURAL DISSERTATION, 1911). On y trouvera egalernent reunies de nombreuses 

indications bibliographiques. 



SUR L'ORDRE 

DE LA 

MEILLEURE APPROXIMATION DE~ FONCTION~ CONTINUE~ 
PAR 

DES POLYNOMES DE DEGR£ DONN£ 

PREMIERE PARTIE 

PROPRIETES GENERALES- DES SERIES DE POLYNOMES 

CHAPITRE PREMIER. 

Demonstration de quelques propositions preliminaires. 

1. PoLYNOl\IES TRIGONOMETRIQUES. - Dans un memoire (*) devenu 
classique, TchebischetT a construit des polynomes _jouissant de Ia propt·iete 
que de tous les polynomes de Ia forme 

A 
2n-i xn + PtXn-i + ... + Pn· 

(*) Sur les questions de minima qui se rattachent a la representation approximative des 
{onctions, MEIIOIRES DE L'ACADEtllli: IMPERIALE DES SCIENCES DE SAINT-PETERSBOUHt:, sixieme 
serie. Sciences matbematiques et physiques, t. VII. 18o9, pp. 199-291. 
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ou A est un nombre donne, ils s'ecartent de zero le moins possible dans 
l'intervalle (- h, + h). Dans le cas de h = 1, auquel on ramene 
facilement le cas general, les polynomes lrouves par Tehebisrheff soot egaux 
a ATII(x), ou 

, (x + V x2 -1 )n + (X-V xz- 1 )n 
1n(x) = 

2 
=cos n arcos x, 

que nous appellerons, pour abl'eger, polyuomes lt·igonometriques de 
degre n. 

Les polynomes trigonomelriques jouissent encore d'antres proprietes 
analogues que nous allons etablir. 

2. Tu.EOREJ\IE. - Si dans l'intervalle ( -- 1, + 1) {f! polynome de 

deg1·e n, Pn(x) = p0xn + · .. + Pn est tel que I P~(x). V1- x2 1 atteint la 
valeur M, le modlllc I P .. _( x) I ne peut rester dans cet intervalte cmlstamment 
in ferieur t:l ~; cclle denliere valeur ue sera pas d''passee dans le cas 
:~eulement oit P" ( x) est un poly nome trigononu!trique. 

Tchebischeff admettait sans demonstration !'existence des polynomes qui 
s'ecartent le moins possible d'une fonction donnee dans un inlervalle 
detertnine et qu'on appelle aujourd'hui polynomes d'approximation. Mais 
!'analyse moderne exige celte demonstration, cat· on sait que les questions 
de minima n'admeltent pas loujours de solution. II est done indispensable 
de faire quelques remarques pour etablir !'existence de polynomes qui, parmi 
tous les polynomes consideres, s'ecartent le moins possible de zero. 

Soit, d'une fa<;on generale, 

(1) M(p0 , 711 , ••• Pn- 1) =Maximum de I P~(x). rp(x) j, 

ou rp(x) est une cerlaine fonction continue donnee (que nous supposerons 
holomorphe en tous les points de l'intervalle, ou elle n 'est pas nulle ). ll est 
clair que dans ces conditions M aura des derivees partielles :M qui ne seront 

dpi 

pas toutes nulles a Ia fois, car en attribuant a tous les coefficients p; des 
accroissements ( n - i) p,dt, on a 

dM = Mdt Z 0. 



DES FO~CTIONS CONTINUES. 7 

Done, si I' on ne considere que les polynomes P11 ( x) de degre u, pour 
lesquels M (Po, Pi, ... p11 _ 1) rer;oit une meme valeur determinee, on voit que 
leurs ( n + 1) coefficients sont toujours des fonctions continues den d'entre 
eux. On peut par consequent rep1·oduire textuellement le raisonnement de 
M. Barel (*) pour elablir· I' existence d'un polynome P,( x) pour lequel le 
maximum de I P 11 ( x) I est aussi petit que possiule, le fait que les coefficients 
de P11 (x) sont limites resultant iei de l'egalite (1). 

Soil done P(x) un des polynomes qui de tousles polynomes consideres 
P 11 ( x) s'eearte le moins possible de zero. Soient xil x2 , ..• xk les points ou 
le module maximum L de P (x) est. atteint, el soit ~ un point ou I P'(x). cp(x) 1 

atteint son maximum M. Je dis que les nombres ~ et xi doivent etre tels 
qu'il soil impossible de lrouver un polynome F11 (x) de degre n qui satisfasse 
simultanement aux equations 

En effet, si cela etait possible, on envisagerait le polynome P - AFm ou 
A est un nombre positif defini de Ia far;on suivante: entourons xh •.. xk de 
petits intervalles, ou P ( x) et F11 ( x) ne changent pas de signe; si nous 
enlevons ces intervalles du segment (- 1, + 1 ), on aura constamment sur 
Ie reste du segment I P ( x) I < L' < L; so it d' = L - L'; preuons alors A 

assez petit pour a voir A IF, ( x) I < o. Le polynome P- AF 11 reslerait dans 
ces conditions toujours inferieur a L, puisque dans les intervalles enleves, 
on a I P - AF11 1 < I PI < L et dans les intervalles restes I P -- J.F 11 I < 1./ 
+ d'< L, et d'autre part [P' (~)- I.F~~ (nJ. o (~) = M, de sorte que le 
module maximum Mt de [P'- I.F~] . cp serait au moins egal aM. Par eonse· 
quent, Ia fonction :, ( P - t.F11 ) appartiendrait a Ia elasse des polynomes 
consideres P n et son module rest era it constamment inferieur a L, ee qui est 
en contradiction avec !'hypothese. Les equations (2) doivent done etre 
incompatibles. 

II en resulte d'abord que k > n - t. En effet, admettons le contra ire. 

(*) Lec,ons sur les {onctions de variables reelle~;, p. 83. 
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On peut toujours construire un polynome Q ( x) de degre ( k - i) qui satis­
fasse aux k premieres des equations (2). En posant ensuite 

on voit que le poly nome de degre ( k + 1) 

Flt-H(x) = Q(x) +(Ax+ B) R(x) 

satisfait egalement aux k premieres des equations ('2), mais on pourra aussi 
choisil· A el B, de sorte qu'on ait egalement 

F~-H(~) = Q'(~) + AR(~) +(A~+ B)R'(~) = 0, 

car· on ne peut pas avoir en meme temps R'(~) = R(~) = 0. 
Par consequent, si l'on avait k S n - 1, le polynome F,, + 1 ( x) de degre 

non superieur a u satisferait a toutes les equations (2). 
Voyons si k peut etre egal a n. S'il en est ainsi, nous pouvons construire 

le polynome 
Fn(x) = Q(x) + BR(x) 

de degre 1t = k, satisfaisant aux k premieres des equations (2) et a Ia 
demiere egalement, si B satisfait a !'equation 

Q'(~) + BR'(~) = 0. 

II est done necessaire, pour que Jes equations (2) ne puissent etre 
satisfaites, qu'on ail 

(3) R'(~ = 0. 

Or, k etant ega I a n, on a manifestement · 

x2 -1 
R(x) = C --A P'(x), 

x-1"' 

ou C et f3 sont des constantes (car P' s'annule pour les valeurs X 1 , ••• x,. autres 
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que ± 1, done P' ( x2 
- 1) est divisible par H et ad met une racine 

de plus (3 qui d'ailleurs peut et1·e + 1 ou - 1 ); et !'equation (3) se 
reduit a 

!!_ (~ 1 
P'(x)\ . 0. 

dx x ~ ~ ,~ 

D'autre part, ~ satisfait a !'equation 

(4) 
d 

(x2 -1)- (CD(x). P' (x)) = 0. 
dx ' 

Nous allons particulariser a present Ia fonction p (x ). Les choses se pre­
sen tent lc plus simplement lorsquc rp( x) = x2

- 1. En posant (x2 -1 ).P'( x) 
= P1 (x), on voit que ~ devrait satisfairc a Ia fois a !'equation 

et a !'equation P~ (x) = 0, ce qui cntrainerait P1 ( 0 = 0, tanrlis qu'on sait 
que I P1 (~)I = .M. Ainsi dans ce cas on a aussi k > 11. 

La meme conclusion subsiste si p(x) = V1- x'2. En effet, en posant 
V1- X'}.. P'(x) = P1(x), on reduit !'equation (4) a 

P~(x) = 0, 

(car ~2 < 1 ), et I' equation (::Ibis) devient 

Done 

O.F IV.- ~(IJHI:!i. 

1 
d'ou ~ = ~. 

~ 

2 
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II en resulte que I f31 > 1. Cela etant, nous allons utiliser requation 
ditierentielle (.) a laquelle satisfait p (X). Cette equation a Ia forme 

(n) 

a, b, c etant des conslantes, car L 2 
- P2 est un polynome de degt·e 2n qlll 

ad met com me racines doubles celles des valeurs x 1, x2, ••. X 11 qui sont 
differentes de ± 1 ( puisque celles-ci annulent P') et com me racines simples 
celles qui sont egales a ± 1, et par consequent ce polynome est divisible 

P'~(i -;r~) 

Par • (.T-~)~ 

De plus l'equatiou ax"' + bx + c = 0 a ses deux racines reelles, de 
meme signe que (j et superieures en valeur absolue a ce dernier. En effet, 
soit, pour fixer les idees, (3 positif; on a done (3 > 1. Lorsque x, apres 
avoir depasse i, s'approche de (3 (ou P' s'annule), P2 croil depuis f} jusqu'a 
un cet·tain nombre L~, ensuite P2 dec roil, et puisque P' ne change plus de 
signe, apres s'ett·e annule il recommence a croitre jusqu'a l'infini. P2 passe 
done encore deux fois, pour x = -y et x = cJ, par Ia valeur L2

, et on a 
-y > (3 et J > {3, -y et 0' elant IH~cessairement Jes racines de l'equation 
ax"2 + bx + c = 0. Si l'on remarque, d'autre part, que le terme du plus 
haul degre de P' a son crefficient n fois plus gral'ld que celui du terme du 
plus haut degre de P, on peut mellre I' equation U>) sous Ia forme 

et puisque I> (3 > 1, o > (3 > 1, on aura tant que lxl < 1 

ou 
M 

L > -· 
n 

(*) TcnEBISCHEFF, Thiorie des mecanismes connus sous le nom de pamltelogrammes. 
Memo ires presentes a l' Academie Imperiale de ~aint-Petersbourg, t. VII, t 854. 
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Mais si k elait ega I a u + 1 (on ne peut avoir k > u + 1 ), P satisfe­
rait a !'equation differentiellc 

(6) 

et serait m1 polynome trigonometrique; par consequent on aurait 

M 
L=-· 

n 

C'est done le polynome trigonometrique qui de tous les polynomes 
consideres s'ecarle le moins possible de zero, et le theoreme se trouve ainsi 
demonlre. 

3. CoROLLAIRE. -- Si un polynome Pn (x) de degre est n tel que dans 

l'intcrvallc (- h, + h), I P~ Vh2 
- x~ I atteinl la valeur M, P n ( x) ne peut 

pas re.11ter m valeur absolue in(erieur a ~ dans t'intervalle cousidcre. 
Pour le voir, il suffit de fai1·e le changement de variables x = hxf. 

4. CoROLLAIRE. - Si Wl polynome p n (X) de degre n reste in (erieur 

a L en valeur absolue tlan.11 l'intervalle (- h, + h), jP~ Vh2
- x2

1 reste 
in(erieur (l nL dans le rn bne intervalle. 

5. THEORE~IE (*). - Si I P;1 I atteint la valeur ~~ dans l'intervalle 
(- 1' + 1), I Pill ne ]JCitl rester i11{ericur a ~ dans le meme inlervalle; 
cctte valct1r ne sera pm~ dcpassee seulement dans le cas 01't P n est tm 

poly11ome trigonometrique. 
Nous pouvons reprcndt·e Ia methode precedente en faisant p (x) = 1. 

Par consefJuent, si P est celui des polynomes consideres qui s'ecarte le 
moins possible de zet·o, le nombre k des points xi, x2 , ••• xk, oil l'ecart 

(*) Ce theoreme a ete demontre par M.A. Markoff dans un article presente a I'Academie 
Imperiale de Saint-Petersbourg, le 24 octobre 1889 :Sur une question de Mendeleieff(en 
russe). 
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maximum L est atteint, rie peut etre inferieur a n. Examinons !'hypothese 
de k = n. Les equations ( 3bi~) el ( 4) auxquelles devra satisfaire ~ se 
reduiront ici a 

et dP' 1 - x2 d (1 - x2
) -·--+P'·- -- =0. 

dx x-~ dx x-~ 

Done, ou bien 

(7) ~2- 2~~ + 1 = 0' 

ou bien ~ = (3 = ± 1; le second cas n'est d'ailleurs qu'un cas particulie•· 
du premier, il est commode pourtant de le distinguer. Supposons d'abo1·d 
que !'equation (7) etant satisfaite, on a 1 ~I < 1; il en resultcra ttue lf31 > 1, 
et P salisfera de nouveau a )'equation (5uis), qu'on pourl'a mellrc sous Ia 
forme 

avec 0 < e < 1. 
Posons cnsuite P = L cos z, x =cost; !'equation ( 5tcr) se rt~duit al01·s ;, 

62 Usin2 z = - ' 
U sin2 z (dz)z 

112 dt 

d'otl 

I ~;I = n6. 

Et en prenant comme conditions initiates z = 0 pour t = 0, on a 
I z I < nt, ou bien z = ne,t avec 101 1 < 1. L'equation devient done 

d'otl 

et 

Soit maintenant ~ = (3 = ± '1; adoplons, par exemple, le signe + 
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devant 1. On vcritle sans peinc que !'equation differenticlle de P esr 
actuellement 

LZ _ pt = P'2 (1 + x) (6- x), 
oil nz 

Et par consequent 

done 

2x + 1-6 
P = L cos n arcos '=' , 

1+o 
nL . 2x+ 1-6 

P' = · sm n arcos ---::---
V(t+x)(6-x) 1+o 

lH 1 + 0 
L>-· --· 

= n2 2 

On voil finalemenl que L ser:l le plus petit possible, si d = 1, c,est-a-di1·e 
lorsque P est polynome trigonometrique; dans ce cas L = ~· el le theoreme 
est done demont•·e. 

CoROLLA IRE. - Si un polynmne P n ( x) de degre n ue depasse pas L, en 
valeur absolue, da11s l'intet·valle (a, b), on a dans le me me inter valle 

6. Tu:EOREME. - De tous les polynomes de degre n qui en un point 
donne exterieur au segment (- 1, + 1 ) prennent la valeur ~~, lc poly nome 
trigonometrique est celui qui s,ecarte le mains de zero sw· ce segme11t. 

En effet, il •·esulte d,nne remarque analogue a celle du commencement 
du · paragraphe 2 que pa•·mi les polynomcs consideres il do it en exister un 
qui s'ecarte le moins de zero sm· le segment (- 1, + 1 ). De plus, ce 
polynome P (x) doit evidemment N1·e tel tfu,il soit impossible de trouve•· un 
polynome F11 (x) de degre u satisfai~ant aux equations 

ou x 1 , x 2 , ••• xk sont les points du segment (- 1, + 1 ), otl P ( x) atteinl 
son ecarl maximum L, el ~ est le point donue ( exh~1·icu•· au segment), ou 
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p ( ~) = M. Mais tons CPS points etanl distincts, les equations (2bis) seront 
compatibles, si k < n + 1. Done, k > n + 1, et par consequent P ( x) est 
un polynome trigonometrique. 

7. CoROLLA IRE. - Le plus grand module que peut avoi1· en un point ~ 
exteriem· au segment (- 1, + 1) un poly nome de degrc n, qtti sttr ce 
segment ne depasse pas L en valeur absolue, est egal d 

(8) I (~+V~z 1)"+(~-V~z 1)"1 
l\l=L 2 . 

8. CoROLLAIRE. - Le plus grand module que peut avoir en un point ~ 
exterieur au .~egment (- h, + h) un polynome de degre n qui sur ce 
segment ne depasse pas L en valeur ab . .,olue, est egal a 

I 
( ~ + V~z _ hZ )" + ( ~ _ V~z _ J:z )"I 

M=L . 
't.hn 

9. REMARQUE. - II est commode de transformer Ia formule ( 8) de Ia 
ffl«;on suivante : posons 

a et b etant des nombres reels. Si b re«;oit une valeur positive fixe,~ est un 
point quelconque de !'ellipse ayanl pour foyers les points (- 1, + 1) et 
pom· axes eb + P-b el eb - e-b. D'autre part, 

M = L I cos n(a- bi) I = ~ I (cnb + e-nb) cos na + i (enb_ e-nb) sin na I 
2 

L 
= 

2
1/ etnb + e-znb + 2 cos 2na. 

Done, en un point qnelconque de !'ellipse consideree, on a 
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Ainsi, finalement 

(9) M < LR", 

oil R = eb est la somme des demi-axes de t'eltipse passant par le point ~ et 
ayant pour foyers les points (- 1, + 1 ). Cetle somme, (JUi est toujours 
superieure a l'uuite, en differ·e aussi peu que l'on veut, si le point~ est assez 
voisin du segment (- 1, + 1 ). 

On verifiera de me me que l'inegalite ( 0) suhsiste, si le segment 
(- 1, + 1) est rem place par un segment quelconque de longueur 2h; 
seulement H designera alors le r·appor·t de Ia somme des demi-axes de 
!'ellipse, passant par le point ~ et ayanl pour foyers les extremites du 
segment, a h. 

Demontrons encore Ia proposition suivanle : 

10. Tnf:oREME.- Si Pn(x) est Ull polynome de degre n tel qu'il existe 
deux points (x0 , y0) du segment (-1, + 1) pour ltsquels 

a etant in(erieur ll un, on ue peat pas avoir sur tout le segment 

M 
l p (x)J' < --· 

n ·. n"' ~i-:>: 

En effet, on peut, comme precedemment, affirmer l'existence d'un 
polynome P(x) qui de tous les polynomes consideres s'ecarte le moins de 
zero dans l'intervalle ( -- 1, + 1 ). Ce polynome jouir·a de Ia propriete que 
les equations 

doivent etre incompatibles, si F,l (X) est un polynome de degre "· Cela 
exige que k > n. D'aiiJeurs, si k = 11, il faudra (en conservant les notations 
du § 2) que I' equation 

Q(x0)- Q(yo) + B(R(.ro)- R(yo)) = 0 
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ne puisse etre satisfaite; il faudra done que 

R(xo)- R (Yo) = 0, 

ct finalement 

(to) 
P'(x0).(x~-1) _ P'(Yo).(y~-1) = O. 

Xo- ~ Yo-~ 

.Mais puisque, d'autre part, (x0 , y0 ) realisenl le maximum de E(x, y), on 
doit a\oit· aussi 

ou 

et 

(1- x6)[P'(xo) (x0 - Yo)- o:(P(x0)- P(Yo))]- O:.To(Xo- Yo) (P(xo)- P(yo)) = 0, 

( 1 - y6) IP' (yo)(Yo- .To)- o: (P(yo)- P(xo) )1- o:yo(Yo- Xo) (P(yo)- P(xo)) = 0, 

P'(xo) · (1.- x5) = o: · P(xo)- P(Yo) · ('l- XoYo) 
Xo-Yo 

2 
P(xo)- P(Yo) 

P' (Yo)· (1- Yo)= o: · · (1- XoYo)· 
Xo-Yo 

L 'equation ( 10) se reduit par consequent a I' equation 

(1- XoYo). P(Xo)- P(y0). [-1- __ 1_] = O. 
Xo- Yo Xo- ~ Yo-~ 

qui manifestement ne peut elre satisfaite. 
II en resulte que k = n + 1, et le polynome P est encore un polynome 

trigonometrique. 
II no us reste done a cal euler le maximum de E ( x, y) pour le poly nome 

trigonometrique P = L cos n arcos .r. 
Posons x =coso, y =cos rp (0 < B < 1r, 0 < rp < 1r). Alors 

cos nG - cos ncp . . 
E(x,y)=L( a ) ·(smO.smcp)a, 

cos -cos Cf .. 
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ce qu'on peul ecrire 

(
cos 116 -cos n:p)" 

E = L e ·(cos n6- cos ncp)i-=<. (sin 6 sin cp)'" 
cos -cos cp 

( 
n )" ( )" 

sin 2 (6- cp) sine sin cp 

< 
1 

· 
1 

· (cos n6 - cos wp )i-=<. L < 2i-=<. n" . L. 
sin 2(6-cp) \sin 2(6+cp) 

Done M < L. 21
-". 1& ' L ctant le module maximum de p (X). D'ou 

l\1 
L > C. Q. F. D. 

2i-". n" 

1'1 

Hemarquons que si, au lieu de l'intenalle (- 1, + 1 ), on conside1·e 
J'intCI'VaiJc (- h, + lz ), 011 aura cgaJcmeul 

p (x)- p (y) " " 
n (x- y):_ . (ltz- xz)"i (ltz- Y2Y2 < L. 2i-"-. (nh)"-' 

L designanttoujours le module maximum de P"(x) sur Ie segment considere. 

11. TH.EOREI\JE. - Si le poly11ome de degre n, P" ( x ), est tel que Ia 
(ouction [Pn(x). Vt -- x2

]'. V1 - x::J attcint la valeur~~ sur le segment 
( -- 1, + 1 ), P n ( x ). V 1 - x2 ue peut pas res fer constamment in(erieur 
en valeut· abt.olue a n: 1 sur le segment considere. 

On voit, com me precedclllmeut, que lc poly nome P ( x) realisant l'eca1·t 
minimum doil exister et que le IIOllllJI'e k des points x1, x 2 , ... xk, ou le 
maximum L de I P(x). V1 -- x2

J est atteiut, est au moins ega) il u, car it 
doiL ciJ·e impossible de trouver un polyuome F,1 de degn~ n satisfaisant aux 

. equations 

Fn(xi) = P(xi), ... Fn(x") = P(x"), [Fn(~). V~]' = 0, 

~ elanl un poi11t ou T(x) = [P(x). Vi - x~J'. V1 - x2 atteinl son 
maximum. Si lc = u, ccs cqualions 11c scronl incompatibles que dans le cas 
ou !'equation 

( Q(~) V 1- ~2 )' + B ( R(~) V 1 ~2 )' = 0 

TOME IV. - SCIENCES. 
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SCI'a impossible, Ce qui exigc que ~ satisfasse a J'equation 

(11) [R(~).Vi-~2}=0. 

Mais 

[ --] V1 -x2 T(x) 
R(x)=(x-x1) ... (x-xn)=C P(x)Vi-x2 

'· ~ =C·--A 
x- x-1'-' 

( 

et, d'ault'e part, ~ satisfait a !'equation 

T'(x) = 0. 

L'equation ( 11) se reduit done a 

[T(~). V~J' _ 
~-~ -0, 

ou 

ou 

Par consequent, 

I~ I > 1. 

Or du moment que S ( x) = P (.T ). Vt ·- x'-2 allcint n fois son module 
maximum L, le polynome de dcgt·6 2n + 2, S'2 - L 2 sera divisible par 
8 '~~(~ ~;:)\ et par consequent S satisfera a I' equation difTerenLielle 

S'Z. (x2 - 1) (x - v) (x - o) sz u- ' 
- - (n + 1)2 (.-v- ~)2 ' 

et l'on verifiera, comme au§ 2, que lrl > I.BI, jd'j >I.e I. ,8, r, o sont tons 
de meme signe. On conclut de Ia que 

I S'. V 1 - xzl rtf 
L > >--· 

n+i =n+1 
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Si, d'aulrc part, on envisage le cas de k = u + ,1, on trouve 

, S'2 .(x2 -1) 
S2- L2= ' 

(n + 1)2 

ct par consequent dans cc cas 

d'ou 
S = L sin ( n + 1) arcos x, 

M 
L=-­

n+1 

19 

Lc theoreme est done d(1montre, et l'on Yoit en memc temps que le 
polyuome p ( x·), qui realise lc miuimurn, est actuellemeul ega I a 

L sin (n + 1) arcos x 

V1 x2 

12. APPUCATION DES HESlJLTATS PltECEDENTS AUX SUITES TIUGO~OMETBIQUES 

LUIITEES.- Les theoremes (2) et (11) se mctteut sous unc forme parti­
culierement simplP, si on po~e x =cost. En effet, un poly nome quelconque 
p 0 cos'' t + · · · + }J 11 de degre u est identique a une suite de cosinus de 
(n + 1) tcrmes A0 + A1 cost + ·· + A" cos nt, et reciproquement; de 
m~me, Ic produit sin t. fl'o cos11 t + · · · + }J 11] est identique a une suite de 
sinus de (n + 1) tcnnes B1 sint + · · · + ll 11 +1 sin (n + 1) t, ctreciproque­
ment. Nous pouvons douc euoncer Ia proposition suivante, equi\ alentc aux 
theoremes mentionnes : 

Si ww suite trigonom<'trique limitee A0 + A1 cost + · · · + A" cos nl, ou 
81 sin t + · · · + Bn sin nt est in(tiricure en valew· absolue a L, sa derivce 
reste inferieure en valew· absolue a nL. 

En rcmarquant que Ia diffen'uliation conduit a une suite de memc 
nature, on conclut immediatement que : 

Si tme s11ifc tngmwmtitrique limitee A0 + A1 cost + · · · + An cos nt ott 
B1 sin t + · · · + Bn sin nt restc infi1rieure en valeur absolue ll1lli uombre L, 
sa derivee d'ordre p rcste infb·ieure en valeur absolue a nP. L. 

Considerons maintenaut une suite tf'igonometrique quelconque 

S = A0 + Ai cos t + Bi sin t + · · · + An cos nt + Bn sin nt. 
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So it L1 le maximum du module de Ia suite des eosin us (avec Ia constante) 
et L2 le maximum de Ia suite des sinus. II est clair que le module maximum 
L de S sera au moins egal au plus grand de ces deux nombres, car le 
maximum L1 , par exemple, de Ia suite des eosin us est atteiut pour les 
valeurs de t = ± t 1 , Ia suite des sinus etant alors egale a ± k; done l'une 
des deux valeurs correspondantes de S, L1 + k et L1 - k n'est pas inferieure 
a L1 • Mais, d'apres ce qui precede, 

I Af sin t + · · · +nAn sin nt I < nLu i Bf cost+···+ nBn cos nt I < nL2 • 

Done 

! - Af sin l + Bi cost+···- nAn sin nt + uBn cos nt I < n(Li + L2) < 2nL 

(le signe d'egalite ne pouvant a voir lieu parlont en me me temps). 
Ainsi, S etant tme suite tt·igononuJtrique quelcouq~te, si son module reste 

iuferieur a L, le module de sa derivee reste inferieur a 2nL. 

13 .. D.EniVEES SUCCESSIVES. - II resulte dn paragraphe precedent que, 
P n etant un polynome de degre n dont le module ne depasse pas L, 
lorsque - 1 < x < 1, on a 

Ainsi 
I dPPn(X) I < nPL 

(d arcos x)P = · 

I P~. V1 x2j < nL, 

I P~ ( 1 - x2) - xP~ I < n2 L, 

Vt- x2 [P~'(1- x2)- 2xP~- P~J < n3L, etc. 

l\'lais nous n'aurons pas a faire usage de ces inegalites. II nons suffira, 
pour Jes applications qui vont suivre, d'en etablir d'autres moins precises 
mais plus simples. 

On a d'abord 
nL 

I P~(x) I< ' 
Vt-x2 
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et puisque r;, est un polynome de degre ( n - 1 ), on a en vertu du 
corolla ire ( 4) 

et en posanl 

on a 

De meme 

et en posant 

on a 

nL 
I "( I 11 -1 1 Pn x) . < -:-;:::.=== 

Vxi-x~ Vl-xi 

1 - a} 
1-xi=xi-X2 = --, 

2 

lp"()l 2n(n-1)L 
n X < -----· 

1-x2 

I P~' (x) I < n- 2 . (n- 1) . n . L , 

V :.ti- x2 V(xi- xn (t -xi) 

1- X 2 

1 X 2 - xz xz - xz :t2 -- i - i- 2- 2-. - _3_, 

3 

I 
P'"( )I 32.n(n-l)(n-2).L. 

n X < 3 ' 

(t-xzf 

et, d'unc fa<;on generale, 

I 
( ()I u(n-1) ... (n-p+1).L 

PJ) X < ' 
V(1- xi) (xi- :.ti) ... (x~-t- XZ) 

ou en posant 

1 
2 2 -2 2 1- xt 

-xi = xi- w2 = · · · = x -t- x 2 = --, 
p p 

on a 
p 

(12) I P~fl(x)l <p2.u(n-1) ... (n~p+1).L_ 

(1- x2)"2 

En appliquant le theoreme ( 10 ), on a egalement 

si 
I z I< I X I, 
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CHAPITRE Jl. 

Premiere methode pour la determination d'une limite inferieure 
de la meilleure approximation. 

14. Tu.EoREME. - Soit 

(13) {(x) = Uo + ui + · · · + Un-i + Un + "· 

ww sdric dans laquelle U11 est 1111 polynome quelconque de dcgre n (pOlwaut 
etre nul ideutiqunnent). Si cctte set·ie converge sut· le segment (- 1, -r 1) 
et de plus 

A I Pn I= I Un + lln+i +"·I < -, nv 

A eta11 t uue coustautc, f ( x) admet ww derivec d' ordre k, oi't k e:st le uomure 
enticr in,'lwidiatemeut infericur li p, fiuie ct satisfaisaut a une condition de 
Lipschitz de degnJ o:, quel que soil o: < p - k, sur tout segml'ul interieur 
a (-1, + 1). 

En t'ffet, posons 

On aura manifestemenl 

A A 2PHA 
I Um I < 'imp + 2(1n+flp < 21m=i-1Jv' 

Le gi'Oupement de termes indique trausformera douc Ia scf'ie ( 13) en une 
serie abso)umenl convergente 

f(x) = U0 + U0 + ui + · .. + Um + · .. , 
el de plus, que) que soil p1 < p, Ia se1·ie 

sera egalement ab~olument coliYel'gente, puisque le reste 
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est en valeur absolue inferieur a 

Mais en appliquanl l'inegalite ( 12), on a 

~ ~ 

(1- a;2)2 1 r>(x) I < (1- a;2)2 [I u&'0 I + I u~~> I + .. · + I u~> I + .. ·l 
'!: 2Pi-i. A .!': 

< k2 [2~ Max. I U0 I+···+ 2C>n+t>~ Max. I Um I+···]< . · k 2 • 
2P-~ -1 

De meme, en appliqnant l'inegalite ( 12bis), on aura 

(1-a;2)~+' I r~>(z)-r~>(zi) I< (1-.r2)~+E [Ius~>( z )-u&~:czj) I+ ... + I u~(z)-u(~:c zj)l + ... J 
(z-z1) (z-z1)· (z-zt)· 

'!:H i_P+tA .!':- t 

< (k+2)2 [2H' 1Uax.1 u0 / + .. · + 2rm+l>r~+n Max.1 Um I+ .. ·]< 2P-~-d_ 1 · (k + 2)2 

avec 
I z I <x, I z1 I <x. C. Q. F. 0. 

II n'est pas sans interet de remarquer que les derivees dont nous 
demontrons !'existence s'obtiennent simplement par differentiation terme 
a terme de Ia serie donnee, puisque le rcste 'lm lendra tout aussi bien vers 
zero, si dans son premier terme on rem place u111 pat· u2m+k + lt2m+k+f + · · · 
+ · · 1 · r• • I b I , 2P+lA u21nH-f qm est ega ement m•erJeur en va eur a so ue a 2rmH>v • 

15. TnEOREME. -- Si (en conservant les notations precddentes) on 
a I Pn I = luu + · · · I < ;; , m't An tend vers 0 avec ~' si de plus la serie 
S = A1 + A2 + A.1 + .. · + All'" + · ·· conver,r;e, la fonction f(x) admettra 
tme derivtJe finie et cortlinue d'ordre k satisfaisanl rt une condition de 
Lipschitz de degre o: sur un segment quelconque interieur a (- 1, + 1 ) , si 

p = k + e' k etant un en. tier el 0 < e < t. . 
Examinons, pout· fixer les idees, le cas de p entirr (o: = 0), le second cas 

sc trailant d'une fa<;on iJenlique. Ecrivons, comme plus haul, 

f(x) = 110 + U0 + U1 + .. · + Um + · · ·, 
acruellement on a 

A,1m A,1m+t 

J Um I < 2:,1' + 21,:!+!>1> ; 
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done 
p p 

(1- xz)il [<P>(x) I < p2[(2P. Ai + A2) + (2". A2 + A4) + ... + (2P A~m + A2nt+t) + · ··] 
p 

< p2. (2P + 1) . S. C. Q. F. D. 

On Ycrifiera cgalement, en appliquant Je lheoreme (;) ), que Jes derivees 
d'ordre iufericur ou egal a~ rrstcnt finies memc aux extremitcs du segment 
(-- 1, + 1 ). 

16. REl\fAHQUE. - Si Ia serie ( 13) eta it tellc que, en l'arretant a llll terme 
quelconque, on obtienne un polynome d'app•·oximation de (( x ), on am·ait 
evidemment .Max. I Pu I < Max. I Pn-1 I· Mais mcme Jorsquc Ia serie est 
quelcouque, on ponna rcaliser celle iuegalitc en groupant conveuablement 
les termes de )a serie. 

Or, il est facile de voir que si les nombres An sont tels que 

p etaut un 1/0Uibre fixe, les series 

et 

soul eu meme ll'1llJJS couvergeutes cl eu meme temJJS divergeutes. 
En efTel, soil p > 1 (si l'iuegalitc iudiquec plus haul a lieu pour un 

certain nombrc p0 , elle a lieu a (m·tiori pou1· toute valeur de p > p0). 

On a, d'une part, 

< nP-i. n ~ . -- <An. 2"-i; (
A ) (211 -1)"-i 
n" n 
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el, d'autre part, 

ln = It p-i - + · -- + ... + - , __ > 
[

i\n An-H (n+l)P-i A211 _ 1 (2n-f\P-i] 
uP (n+l)P n (in--1)P n ) · 

Done 

A2,: < t\n + An-f-i + ... + -~2n-! < An • 2P-l. 
'QP 11 n + t 2n - 1 

D'ou 
s 
---A < ~ < 2P-1 S. ';!,P 1 

On !Jeut par consequent remplacer dans l'Cnoncc du tlu!orcme ( H>) Ia 
series par la serie ~, JJOltJ'Vlt que ~lax. I pll I< I Max. I Pn-1 I· 

D'autre pari, en nppliquant a ccllc ~erie les conditions suiTisantes de 
convergence de llertraud, 011 obtient les inegalites 

1 
An< ,' (log 11)1+· 

1 
A" < ( +'' etc., log 11. log log n)i · 

cormnc conditions suffi~wltes pour q11e les conclusions du tluJoremc ( 15) , ... oil 
exactes. 

17. THI;;OREME. - Soil 

f(x) = llo + il1 + · · · + Un + · · · , 

ou un soul des polyuomes de degre n. Si sur le segment (- 1, + 1) on a 

I I I An P . = I u + . . . < --, 
I n I n I uP 

et qu'il existe un uombre positif a, tel que 

An-H An ---'--- < _, 
(n + 1).1. = n" 

ToME JV. - SciENCEs. 4 
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on aura, pour p1 < p - 2a, 

ou Wn = ~;~; sont des polynomes de degre n - p1 (*), et 

Pt 

pf. 213+-iAn 
I P~'l J = I Wn + Wn+i + · · · I < p, 

(2" - 1) n13-1J• . ( 1 - xz) 2 

En effet, on a, comme precedemmeut, 

et 

Pt 

< pf • 2P+i A2m. 2(>n-f-i)(p,-p). [1 + 2Pt-P+-l + 22(p,-p+"l + .. ·] 

Done, en diffc1·entiant p1 fois Ia serie donnee, on trouve 

{(1J' 1(x) = ll'p, + Wp,fi + · · · + ll'n + · · ·, 

ou U' 11 est un polynome de degt·e n -p1 , et l'on voit que 

I pif' 1 I = I Wn + Wn+i + · · · I 

satisfait bien a l'inegalile annoncee, lorsque n = 2111
• 

I\lais rien n'empeche de poser 

IJi = 1l2n + Uznti + · · · + Um-t 

(*) On a evidemment une inegalite analogue pour le rapport 

I f~<(x)- f1t(y) I ou' , k± E=p,~p-2". 
(x-y)' 
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et ainsi de suitr, en premmt n arbitrairement; el dans ces conditions on 
aura pareillement 

p, 

pf. 2PHAn 
I plf•> I = I Wn + Wn+i + · · · i = ! u&P•l + !J~p,) + · · · I < p, C. Q. F. 0. 

(2"' -1). nP-p•. (1- :x2)P· 

REMARQUE. - On verifiera egalement, comme consequence du theo­
reme (5 ), que pour p1 < ~- 2a: on a 

A 22PH 

l w +wu+···i<_n_, __ , 
n n-'" I nP-2Pt 2.7.- 1 

ExEMPLEs : 1 o Ainsi, si A11 = A est constant, la meilleure approximation 
de f'(x) par uu polynome de degre (n- 2) dans l'iutervalle (- h, + h) 
satisfera a l'hu!galite 

A .2PH 
I ' I 
1 Pn < p-i 

nP-i • (2 2- 1) . V 1 - h2 

7uel que soil n, si on sait que la meilleure approximation Pn de f( x) par 
m polynome de degre (n- 1) est dans l'intervalle (- 1, + 1) infe-
. , A [ . ·wure a llii , que que sm t n. 

2° Soil encore A= log n. Si on a I p11 1 < 10!pn dans l'intei'Valle (-1, + 1 ), 
•n aura aussi dans l'inlel'\'alle (- h, + h) 

2PH log n 
I p~, i < p-i 

nv-l (:22 -1). V 1 h2 

18. APPLICATION AUX SUITES TRIGONOMETRIQUES. - II est evident qu'on 
ura des propositions amdogues aux precedentes, si on suppose que 1l11 , au 
eu d'etre un polynome, est de Ia forme 

Un = A0 + Ai cos x + Bi sin x +···+An cos nx + Bn sin nx. 

II suffira, pour iudique1· l{'s p{'titcs modifications a introduire dans les 
nonces precedents, d'enoncer Ia proposition suivante correspondanle au 
u~oreme ( 15 ). 
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Si lull + un+1 + ... I < ~;, r etant un uombre entier, et que ta .~erte 
S = A1 + A2 + A4 + · · · + A2m + · · · conver,qe, f(PJ ( x) sera finie et con­
linne: on aura en generallf(Pl(x)I<2P(2P+1)S et lfrP1(x)I<(2P+1)S 
dans tousles cas oz't tous les U0 ne contiemzent que des cosiuus ou seulmnent 
des sinus. 

19. PnEmERE REMARQUE GENttnALE. - It est natut·el de se demander si 
Ia convergence de Ia sel'ie S, dans les enonces ( 1 n) et ( 18 ), est une 
condition essentielle pout· qu'on puisse affil'llwr que Ia de•·ivee d'ordre p est 
finie et continue; ne suffirait-il pas, par exemple, que les nombres A11 t~ndent 

vers 0? On peut, en effet, remarque1· que Ia serie trigonometl'ique 

(( x) = ,~1 ~cos nx, ou an tend vers ze1·o en decroissaot constamment,. 
admet une derivee continue; or, Ie J'este de f(x) est egal a~' Oll b,l tend 
vers 0 rn decroissant d'une fa~on quelconque, · et par consequent Ia 
nwilleure approximation de f(x) (comme nous le verrons dans Ia troisieme 
partie) ne sera pas inferieure a -

1
kb" , k etant une constante. II existe done n or; n 

des fonrtions /( x) ayaut des derivees continues et pou1· lesquelles ce fait ne 
saUI'ait jamais etre mis en evidence pm· le theoreme ( 18). ~lais ceci u'est 
pas un dcfaut du theoreme, c'est une consequence de ce qu'il existe des cas 
limites (et il esl remarquable qtt'ils soul exceptionnels) oi't il est impossible 
de conclure de l'ordre general de la meillettre approximation !'existence ou 
la non-existence de la derivee. 

En rfl'et, no us allons YOir que A1 , A2 , · • • A11 , • • • etant ww suite de 
nombres JWsitifs quelconqnes tels que ~~ > (nA:~;v, et que la serie 
S = A1 + A2 + A4 + · · · + A21n + · · · diverge el par consequent la serie 
}; est aussi divergente, il est possible de constt·uire ww fonction 

{(x) = 110 + ui + · · · + lin + · · · , 
pour laquclle 

et qui 1lC po:.;sede pas de derivee d'urdre p finie ct continue a l'iatfJI·iettr dtt 
segment. 
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Supposons, pour fixer les idees, p. = 1. Jl e~t clair d'abord que s'il 
existe un nombre u0 tel que pour 11 > n0 on a Au > 1, Ia meilleur·e appro­
ximation E,1 _ 1 I~ I de I~ I par des polynomes de degre n - 1 sera sur le 
segment (-1' + 1) inferieure a no (1: -1) ( d'apres le § 3 7) et, par consequent, 
Ia fonction I~ I peut se1·vi1· d'exernple d'une fonction ayanl une de1·ivee 
discontinue dans le cas Oll Ia divergence de Ia serie s resulle du fait que 
ses te1·mes a partir d'un certain rang ~ont tous s11perieurs a t. Admettons, 
au contraire, qu'il t'xiste une inlinitc de nomb•·es A4m+l inferieu1·s ou egaux 
a 1. Dans ces conditions, nous allons former Ia fonetion 

1 n=oo [ A4mH A4m+3 J n=oo 
{(X)=~ n~ (4m _ 3)- (4m + 1) COS (4m + 1)X = .6. Un(X), 

ou un(x) = 0, lorsque (1l- 1' u'est pas divisible par 4. 
Par consequent, le reste de celle scric 11·igonometl'ique a coefficients non 

negatifs satisfait, quel que soil 1l1' a l'inegalile 

ou 4m - 3 < n1 < 4m + 1. 
Or it est facile de voi1· que si, comme nous supposons, Ia sel'ie 

diverge, le point x = i ne peut elre un point de continuite pour f' (x·). 
En eiTet, en diiTerentiant terme a terme, nous obtenons 

1"'="'[ ( 4 )J f'(x)=-
5

1: A4m+o-A4m+J 1+
4 

_,
3 

sin(4m+1)x; 
m=i m • 

et si au point x = i Ia fonction (' ( x) eta it continue, on trouverail sa valeur 
en appliquanl le procedc de )1. Fejer. Or, toutes les sommes partielles 

L~J A4m+o- A4mH (1 + 4m ~ 3)] 
etant composees de termes de meme signe vont en croissant en valeur 
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absolue avec m; et, en atlribuant a m des valeurs relies que AJ,m+a > 1, on 
voit que ces sommes 

croissent indeflniment en t·estanl toujours lH~garives. 
On en conclut que pour x = ~ le procede de somm<~tion de M. Fejer· 

donuerail, s'il etait applicable,/' (:c)=-(/,);(' (x) est done discontinue 
7t pour x = 2. 

En posanl z = cos x, on transforme Ia serie ( (X) en une serie de 
polynomes qui egaJement n'aura pas de derivee COillinue du premier ordre 
pour z = 0 . .\insi du fait qu'une fotiction comme I xI, par exemple, 
n'admet pas de derivee partout continue (t l'interieur d'un intervalle, on 
do it conclure que, quels que soient les polynomes P,1 ( x) de degre u, les 
inegalites 

ne sont possibles qu'a condition que les series 

L 
Az An 

et = Ai +- + ... + -- + ... 
2 n 

divergent; on devra done a voir pour une infinite de valeurs de n 

1 
A > ----, 

n (log n)i+' 
1 

A, > _, etc. 
log 11 • (log log n)i+' 

Au contraire, du seul fait que Ia derivee de I x I est. discontinue, on ne 
peut conclure qu'il y a une infinite de valeurs de n telles que 

1 
An>--, 

los n 
1 

An> ' etc., 
log n . log log n 

car il existe effectivement, d'apres ce qui precede, des fonctions sans 
derivees continues pour lesquelles on a, quel que soit u, 

1 
An< 

1
-- OU 
ogn 

1 
An< ' etc. 

log n log log n 
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20. SEco:-;oE RE"IARQUE GE~EitALE. - Dans les propositions precedeoles 
on fait intervenir I'Hpproximation de /( x) par des polynomes de degre n' 
quelconque pout· en conclure l'exislence des derivees. II est facile de se 
rendre compte que cela est egalement essf~ntiel; uous pourrons, en effet, 
construire des fonctions qui, pour une infinite de valeurs de n, satisfont 
a J'inegalite 

(1o) ' ( 1 I r x)- Pn-1(x) I< __ , nP 

quel que soit p, et pourtant n'admetlent pas de derivees. Soit, par exemple, 
Ia fonction 

On roil que si 11 = 2"'1 > 2P!, on a 

Pourlanl, comme on le verifie immediatement, celle fonction ne possede 
de derivee pour aucune valeur de x. 

IJ est natut·el ceprndant de se demander quclles sonL les consequences 
qu'on peut tirer du fait qu'il y a uue infiuite de raleurs de tt pour lesqueJies 
l'inegalite ( 1 n) est remplie. Sans entreprendre ccue etude, je me bornerai 
de donner une proposition qui peut lui servir de base. 

21. THEOREIUE. - Si, quel que soit N, il existe au moins un nombre 
n > N, tel que 

1 I f(x)- Pn(x) I < -, nP 

dans l'intervalle (- 1, + 1) il exislera, quet que so it h 1, des nombres 
h < h11 tels que dans tout intervalle (A 8) interieur a (- 1, + 1) on aura 

(17) ll f(x+h)-f(x) I k 
hP< < i' 

I 
{(x + 3/t)- 3f(x + 2h) + 3f(x +h)- f(x) I J.. 

hP3 < "':!'etc., 

I 
f(x+2h)-2f(x+h)+f(x) I J.. 

hP• < "'2' 
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oit k1, k':!, k3 ••• sont des constantes (dependant de l'intervalle A8), et 

p 
Pi=--, 

i+p 

2p 
Jlz = 2 + p' 

3p 
p3 =--, etc. 

3+p 

So it I f I < M dans l'intervalle (- 1, + 1 ). On peut fa ire correspondre 
a toute fonction I (X) une fonction bien determinee a( € ), ou ci'( €) designe le 
maximum de )'oscillation de Ia fond ion f( x ), Jorsque x se trouve dans un 
intervalle inferieur ou egal a e situe cntierement dans (A8). La fonction o(e) 
est toujours non negative et non decroissante; si f( x) est continue, ci'( e) est 
egalemcnt continue el tend vers 0 avec e. La condition de Lipschitz de 
degre p1 signifie que ci'( e) < k1/', k1 etant un nombre fixe, Ia premiere des 
proprietes que nous voulons etablir exprime seulement que cette inegalite 
a lieu pour une infinite de valeurs de e aussi petites que l'on veut (sans etre 
necessairemenl exacte en general). 

Ceci pose, soil a(u) le maximum de 1/(:c)- P"(x) 1 que nous pouvons 
supposer inferieul' a M; alors I P,, I< 2 l\1, et puisque P11 (x) <'st un 
pol)·nome de degre u, · 

I P;, I < kMn, 

ou k est une constante qui ne depend que de l'intervalle (AB). Par 
consequent, l'oscillation de Pl/(x) dans un intervalle inferieur Oll egal a e 

est inferieure a kl\lue. Si done on cousidere deux valeurs x 1 et x2 de x, 

telles que 
I xi - x 2 I < e et 

on aura egalement 

d'ou 

Or 

Done 
2a:(11) > o(e)- k.\Jne 

et finalement 

(16) O(e) < 2a.(n) + kMm:. 
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All1·ihuons i1 present a n une valeur pour laquelle J'inegalite ( 1llhis) est 
. . , . d. ( ) 1 • 1 L'' . sallsfaJI<•, c est-a- ll'e IX u < nv' et posons en meme temps e = nl+P' Ill ega-

lite ( 16) donne alors 

ou 

avec p1 = 1 : P' ce qui demontre Ia premiere des iucgaliles voulues. 
Posons ensuire 

oi(c) =Max. I f(x + 2h)- 2{(x +h)+ {(x) I 

dans l'inlervalle (AB) et pour I h I< e. 

On aura egalement 

k etanl une constante. D'ou 

pour des valem·s convrn<'!Lies de x et h. Done 

ou fi na Iemen t 

Atrribuons de nouveau a u une raleLII' pou1· laquelle IX (n) <,:vel posons 

cctte fois e = ~. L'inrgalire (16"is) donne alors 
nHz-

et, enfin, 

ou p2 = 2 ~ p' ce qUJ demon Ire Ia seconde des inegaliles de J'enonce. On 
loit bien que le meme raisonnement conduit aux inegalitrs successivcs. 

ToME IV. - SciENCEs. 5 
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22. APPLTCATIO"'S. - AppliquoLB le th~ore:n~ qui precM~ a Ia fonc­
tion I xI· On voit imm~diatem~nt que pour cette fonction 

o(s) = E, 02(s) = 2e, etc. 

II n'existe done pas de valeurs de e po•Jr lesquelles l'orclre infinitesimal de 
d'i(e) soit supe1·iem· a un. II en remlte done qu'd partir d'1me valeur de n 
des indgalttes 

1 JJxl- Pn(X) J < --,; n 

sont ioiJJOSsibfes, si p > 1; car, que) que soil p > 1, il sera it possible de 
lrouver un nomhre en tier ,: tel que i ~ P > 1, ce qui ne saurait a voir lieu 
en vertu de ce qui precede. 

Appliquons enco•·e l'inegalite ( ·16) pour donner une demonstration tres 
simple du theoreme suivant dti a l\1. Lebesgue (") : Si l'on considere Ia 
fa mille ( C 1 des fonclions coutinues donl le module reste inferieur a M 
dans l'intervalle (- 1, + 1 ), Ia limite superienre ( ou le maximum) de 
leur meilleure approximation par des polynomes de degre n aussi grand 
qu'on veut est cgale a M. 

En dTet, quelque petit que soit e, il y en aura parmi les fonclions (C) de 
telles, pour lesquelles d'(e:) = 2~1 dans (AB) interieur a(- 1, + 1); or, 
n etant donne, on pourra faire /dine:= ~l? aussi petit que l'on veul. 
L'inegalite ( 16) mont1·e alors que 

<X(n) > M -"fl. 
C. Q. F. D. 

Le theoreme de ~1. Lebesgue ne repond pas cependant a Ia question 
suivante : N'esl il pas possible de construire une suite S non croissante de 
nombres ct1, ct:z ••• ct11 , • • • tendant vers 0, telle que pour chaque fonction 
ddterminee de Ia famille (C) on puisse trouver un nombre R assez grand, 
de Ia sorte que !'_approximation I f(x)- P,(x) I reste inferieure a Ran? Du 

n Sui' les i11tegrales singulieres, ANNALES LIE TOULOUSE, t. I, f909, p. 110. 
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theoreme de M. Lebesgue il resulte seulement que Ia limite superieure de R 
pour routes les fonctions de Ia famille est infinie. ~Jais il est clair que ce 
theoreme subsisterait si on rempla.;ait Ia famille (C) par Ia famille (C 1) de 
tous Jes polynomes de module inferieur a M, et pourtaut il est egalement 
evident que pour un polynome donne on pourra prendre R egal au plus 
grand des nombres _!_ corrcspondanl aux valeurs u1 inferieures au degre n 

cxn, 

du polynome donne. II est done essenticl de completer le theoreme 
precedent pat· celte remarque que, quelle que soil la suite S, it existe 
des fuuctions de la famille (C) pour lesquelle.~ it rst impossible de trouvcr 
uu nombre R si grand qu'd soit, tel qu'on ait, pour toute valem· de n, 

I f(x)- Pn(x) I< Ran• 
Cela resulte egalement de l'inegalite ( 16 ), car du fait que I(- P,. I < Rail, 

on conclut que l'oscillation a(e) de cette fonction satisfait a l'inegalile 

o(o:) < R1Xn + Mkne, 

ou, en posant e=~et en admettant que Ro:11 > 11~k' a l'inegalire, r.t(e)<2Ro:,.. 
Mais il est evident que toutes les fonctions de Ia famille (C) ue peuvent 
satisfaire a une telle inegalite. 

A ,-ant d'abandonner ('{'I ordre d'idees, remarquons, en particulier, que 

les (onctions qui satis(out il l'iuegalill! I f(x)- P"(x) I< Ro:11 , quel que 
soil n, la suite S jouissaut de Ia propriete que lim · o:11 • log 11 = 0, satisf'out 

n=oo 

necessairemeul lt Ia condition de Diui-Lipsdtitz, ct sovoir, lim a· loge= 0. 
•=O 

Ceci est Ia reciproque d'un theoremc de ~J. Lebesgue (•) que nous demon-
lrerons plus loin. 

23. THJ::ontm:. - Si pour to1lfe vall ur de_ n it existe des polynomes P,. 
de degre n, tels que 

su1· le segmeut (- 1, + 1) oit e0 nP lend vers 0, lor.~que n croit iude{i11ime11t, 

n [_oc. cit., p. 114. 
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quel que soil le nombre positi( p, la (onction f(x) admet des derivees 
bornees de tous les ordres sur tout le segment (extremites comprises). 

Ceci est une consequence immediate du theoreme et de Ia remarque ( 1 n ). 

24. Tm!:onf:ME. - Si pour toute valct4r de n on a 

A 
I f(x)- Pn(X) I < Rn 

sur le segment(- 1, + 1 ), lrt (onction f(x) est analytique et holomorphe 
r.l l'intericur de l'cllipse E, ayatlt pottr foyers les points (- 1, + 1 ), et 
dont la somme des demi-axes est egale a R. 

En effet, en ecrivant 

{(x) = ui(x) + U2(X) + · · · + Um(X) + · · · 
oil 

on a sur tout le segment 
2A 

I Un I < nn-i. 

Done en un point d'une ellipse E, homofocale a !'ellipse E rt ayant 
R1 < R pout· somme des demi-axes, on aura, a cause de l'inegalite (9 ), 

La serie ((.1:) converge par consequeut uniformement sur l'ellipse E, et 
a son interieur. Le theoreme est uinsi demontre. 
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DEUXIEME PARTIE 

RECHERCHE DES POLYNOMES D'APPROXIMATION. 

CUAPITHE Ill. 

Methode generate. 

25. PnELI!UINAIRES. L'idee de Ia methode que llOUS allons suivre pour 
Ia recherche et l'etnde des polynomes d'app1·oxima1ion d'une fonction 
donnee consiste il utili:'er convenablemenl les polynomes d'approximation 
connus deja d'autres fonctions qui ditTerelll suflisarnmeut pcu de Ia fonclion 
con~idcree. Quelquefois, comme on le verra plus loin, il sera possible de 
conserve1· Ia fonction ct de faire varier Ia nature des polynomes d'approxi­
mation. 

Rappelons d'ahord les principaux des resultats connus : 
Parmi tons les polynomes de de,qrd 11 it en existe zw et ttlt seut P 11 

qui da11s ltlt intervalle dowui (AB) rend minimwn le maxi1111tJ11 de 
I f(x)- Pu(x) I, {a function f(x) etallt ww function COIIlintte domu!e q~tel­

conque; c~est le seut JJO!ynome pour leqllclle maximum de I f(x)- Pu(x) I 
est attl·int at•ec des si,qnes alterm!s ( n + 2) foi.~ au moins da11s l'intervatle 
considerJ. (Bon EL, Ler;ons sur les (onctions de variables reeltes, p. 88.) Ce 
polynome P"(.r·) e~t le polynorne ordinairt> d'approxinwrion dr dcgrc u de 
Ia fo11cliou /(x) dans J'intervalle (AB). II resultc~ de Ia propo~ition enoncee 
que si le nomhre de poiuls ot'tle maximum de I /(x)- Pn(x) I est atteint 



38 SUR L'ORDRE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION 

avec changement de signes, eta it superieur a ( n + 2), s'il etait egal a 
(n + 2 + k), on aurait necessairement 

Pn+i etant le polynome d'approximation de f(x) de degre (n + i), de 
sorte que pour le poly nome d'approximation Pu+k, l'ecart maximum 
I f(x) - Pn+dx) I se trouve atteint exactement en (n + k + 2) points. 
Celle remarque justifie dans une certaine mesure que dans Ia suite nous 
nous occupons uniquement des polynomes d'approximation P11 (~) pour 
lesquels l'ecart maximum est atteint avec des signes contraires en (n + 2) 
points seulement. 

26. GENERALISATION. - Generalisons ce qui pt·ecede de Ia fa~on suivante. 
Considerons une suite quelconque de puissances xrxo, xrxt, . , . xrxn, dont les 
exposants cxo < ~~ < ... < a11 soot des nombres positifs (cxo > 0) quelconques. 
Nous designerons par Rn(x) }'expression 

qui entre toutes les expr·essions de Ia meme forme (et qu'on peut appeler 
polynomes generalises) rrnd minimum le maximum de I f(x)- R11 (x)! dans 
un inL«'rvalle (AB), ou B >A> 0 (de sorle que xrx sera toujours bien 
determine rrel et posit if ou nul). R11 ( x) sera appele polynome d'approxima­
tion de I (x) dans l'intervalle (AB), relalif a Ia suite cxo, ~1, ... ~n· L'exislence 
du polynome R/1 (X) resulle d'un raiSt)llrlelllent identique a celui de M. Borel 
(toe. cit.) pour le cas de ai = i, qu 'il est superllu de reproduire. Mais pour 
generaliser les aulres propdeles du polynom<' d'approximation il faul etablir 
d'abord le Iemme suivant : 

27. LBIME. - Le nornbre des 1·acines positives de /'equation 

(18) 

tie pent depasser le 110mbre des variations de signe de ses coefficients. 
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Daus le C<B ou les a; SOllt d?.S nomhres entier:;, notre enonce se reduit a 
une forme particuliet·e du theoreme de Descartes. De meme, le cas ou les 
nombr·es a; sont rJtionnels peut toujours, par un changement de variable 

i 

x"P = y, se ramener au precedent. Supposons a p1·esent que les a; sonl 
quelconfJues, mais c1ue toutes Ies racincs positives de !'equation ( 18) soot 
distinctes. Dans ces conditions, si on fait varier infiniment peu les exposants 
(en leur donnant des accroissements reels), on trouvera au voisinage de 
chaque racine positive de Q ( x) = 0 une et une seule racine de !'equation 
variee, et celte racine devra elre necessairement reelle, car les r·acines 
imaginaires d'une equation a coetlldenls r·eels sonl toujours conjuguees deux 
a deux; done le nombre de •·acines positives de !'equation donnee sera le 
meme que celui de l'equation variee, dans laquelle on peut hien supposer 
les exposants ration nels; par consequent ce uombre ne depassera pas celui 
des variations de signe des coefficients. Enfin, s'il y a des racines positives 
multiples, on considere !'equation 

qui a au moins autanl de racines positives que Q (x) = O, en comptant 
toutes les racines avec leur ordre de multi plicite; seulement cet ordre pour 
chaque racine muhiple sera abaisse d'une unite. Formilnt 

02(x) = [xQt(x)]' = 0, 

et ainsi de suite, on s'aper<;oit que les coellicients de Q(1:), Qi(x), Q2(x), ... 
ont le meme nombre de variations, mais leurs racines, dont le nombre ne 
va pas en diminuant, finissent par devenir distincles; le nombre des racines 
positi\'cs (cornptees avec leur ordre de multiplicite) de Q(.x:) = 0 ne peut 
done pas, dans ce dernier cas egalement, depasser le nombre des variations 
de signe de ses coefiicients. 

CoROLLAIRE. - Le nombre des racines positives de !'equation ( f 8) ne 
peut depasser n. 

28. THEOREME. - Le polynome d'approximation Rn(x) de f(x) dans 
fintervalle AB (B >A> 0) relati( tt la suite aJ, a1 , ... a" est unique, pourvu 
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qu'o11 n'ait pus simuUauement (*) A== 0 et a0. f(O) z 0; le uombre des 
points de l'intcrvallc oir lc maxi/Jiunt L de I f( x) - R11 ( x) I est attcint avec 
des signcs altcrm's est au moius ego{ a (n + 2). 

En effet, H,, (x) ne saurait etrc un polynome d'approximation, s'il etait 
possible d(• eonstruire un polynome S(x) = b0xfJ.o + ·· · + b11 x(J.n, satisfaisant 
aux conditions S (xi). [/'(xi)- R" (xi)]< 0 en tous les points d'ecart 
maximum; car, si ccla ctail possible, on verrait qu'en choisissant convenable­
ment le coeflicient ic (voyez le § 2), le polynome Ru(x)- t.S(x) s'ecarle 
moins dr /(x) que le polynome d'approximation R11 (x). Or ceci serait 
certainement possible, si I' on 3\'ait k < 11 + 2, xi, x2 , •.• , xk clant des 
points quclcouques <l'ecHrl maximum, ou Ia difference l(x)- R11 (x) re<;oit 
sucassivcmcut des sign1 s contraires. 

En eifel, il sum.·ait de prendre k - 1 points ~1, ~2) ... ~k-iJ LPIS que 
x 1 < ~~ < x2 < ~::J· •• < ~k-i < xk, et de po~er S(~i) = 0, les aut res racines 
de S, si elles existent, etant en dehors de l'inlervalle AB, puisque al01·s 
S(x,). S(x,+ 1) < 0. 

On voit, en pa•·ticulier, que S ( x) = b0xfJ.o_ + · · · + bk_1xfJ.1t-t, qui, en vertu 
du eorollaire qui prcrcd(', n'a pas plus de k- 1 racines positives, pourrait 
satisfaire aces conditions, pounu que l'on n'ail pas en meme temps xi= 0 
ct CXJ > 0. On a done n + 2 < k. Ce point etaut ctabli, il est facile de voir 
que le poly nome d'Hpproximation nil (X) est unique. En effet, supposons 
qu'il en existe un autre P11 (x). La diffct·ence Q (x) = P11 (x)- R11 (x) 
satisfera alors aux ( n + 1) inegalites 

ce qm exigerait que Q (x) = 0 ait au moins (u + 1) racines positives, 
ou bien u racines positives, mais alors x 1 = Q ( x 1) = a0 = 0, et le nombre 
de termes de Q(x) ne depasse pas 11. Dans Jes deux cas Q(x) serait 
identiquement nul ( d'apres 27 ). C. Q. F. D. 

On generalise aussi par le meme raisonnement un theoreme important 
du a l\1. de Ia Vallee Poussin (**). 

(*) Dans Ia suite, cette condition sera toujours remplie. 
('*) Sw· les polynomes (/'approximation el Ia rt>presentation approchee de l'angle, BuLLETIN 

DE L'ACADEMIE ROYALE DES SCIENCES DE BELGIQUE, decembre 1910. 



DES FONCTJONS CONTINUES. 

29. THEOREME GENERALISE DE .M. DE LA VALLEE PoussiN. - l'el:art 
maximum L de I f ( x) - R1, ( x) I ne peut pas ef1·e plus petit que Ia plus 
petite de.<; valeurs absolues de Ia difference f ( x) - Q1, ( x) en ( n + 2) poiuts 
consecutifs quelcouques, Ol't celle derniere rl't;oit des signes contra ires, Q" ( x) 
tHant uue expt·ession de meme forme que Rn ( x ). Soient x 1 , x2 , ... X 11 +2 les 
points consideres. Admettons qu'on ait I ((xi)- Q~,(x;) I > L; done 
a fortiori 

et par consequent, en posant Q(x) = Q1,(x)- Rn(x), on devrait avoir 

ce qui est impossible, puisque cela exigerait que Q (x) = 0 possede (n + 1) 
racines positives. Le tbeoreme est ainsi demontre. 

30. REMARQUE. - D'apres le theoreme (28), nous pouvons conclure, 
comme au§ 25, qu'il suffit d'etudier les polynomes d'approxirnalion R11 (x) 
pour Jesquels l'ecart maximum est atteint en (n + 2) poiuts avec change­
ments de signes. L'une des trois circonstances pourra se presenter pour ces 
( n + 2) ecarts maxima de signes contra ires : I. L'ecart maximum est 
atteint aux deux hords de l'intervalle; II. L'ecart maximum est atteint a Ull 

bord seulement; Ill. l..'ecart maximum n'est atteint en aucun des bords. 
Pour fixer les idees, nous distinguerons dans Ia suite ces trois classes de 
polynomes d'approximation. Ceci pose, passons a Ia demonstration des deux 
theoremes fondamentaux. 

31. THEOREME. - Si le poly nome d'approximation R, (x, ).) dans 
l'intervalle (AB) (*)de la fonction analytique J.f(x) + (1-~).) ?(x), 'relatif 
a Ia ,{/uite ao, a1 , ..• ""' uppartient, quel que soit i.(O <). < 1 ), ala rneme 
classe, l' ecart maxim urn L, ainsi que tous les coefficie1lts du poly nome 

(*) L'intervalle (AB) est quelconque, si "• = i; dans les autres cas, on suppose 
B >A> 0. 

ToME IV. - SciENCES. G 
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Rn(x, 1.) .~ont des (onctions analytiques (lwlomorphes) de 1.(0 <). < 1 ), 
pourvu qll' on n' a it aux points interieurs, oi't l' ecart maximum est atteint, 

ayant pose 
F(x, A)= A{(x) + (1- "A) cp(x)- Rn(x, A). 

11 no us suffira d'examiner le cas ou les polynomes Rn ( x, 1.) appartiennent 
constamment a Ia premiere classe, c'est-a-dire le cas ou les deux extre­
mites de l'intervalle sont des points d'ecart maximum; les deux autres cas 
se traitent d'une fac;on identique. 

Ceci pose, on aura pour determiner les polynomes d'approximation les 
2n + 2 equations 

(20) { F~! = A!'(x;) + (1- ~)cp'(.ri)- H~(xiJ) = 0 (i = 1,2, ... n). 

, f =[Af(xi)+(l-A)cp(xi)-Rn(XuA)]=±L (i=0,1,2, ... n,n+1), 

a 2n + 2 inconnues : les points intericurs d'ecart maximum x 1 < x 2 < ... 
< X 11 , Jes coefficients de R,1 et l'ecart maximum L. 

Si J'on prend one valeul' determinee ).0 de I., on a Ia un systeme 
d'equations analytiques qui admet, d'apres ce qui pl'ecede, un systeme 
unique (*)de solutions reelles qui correspond au polynome d'approximation, 
pour /, = ).0 • Mais lorsqu'on fera varier 1., toutes les inconuues deviendront 
des fonctions holomorphes bien determinees de J., pourvu que leur deter­
minant fonctionnel soit dilferent de zero. Notre theoreme sera par 

(*) Les valeurs des coefficients de Rn et de l'ecart L sont uniques dans tous les cas; mais 
les valeurs des points d'ecart maximum X; ne sont pas uniques dans le cas qu'il faut 
considerer comme exceptionnel, oil il existe des points voisins oil l'ecart maximum est 
atteint sans changement de signe. La demonstration est egalement valable dans ce cas Ia. 
Je voulais seulement attirer l'attention sur le fait que, si dans ce cas exceptionnel on 
ajoutait aux equations (20) les equations auxquelles satisfont tous les points d'ecart, le 
nombre des equations serait superieur a celui des inconnues, et, par consequent, si la 
function a approcher eta it un polynome (de degre superieur a n ), Ia recherche· du polynome 
d'approximation se ramenerait a Ia resolution d'une equation de premier degre a une seule 
inconnue. Ce cas est done theoriquement bien plus simple que le cas ordinaire. 
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consequent demontre si nous prouvons que le determinant fonclionrwl des 
inconnues est different de zero. Or, ce determinant Ll est manifestcment 

+ 1 0 ...... 0 x~0 x~1 
•••••• x~n 

( 1 )n+il-) 0 .ao -. t...... Xn+l ••.... X~f-1 

...... 0. 

0 F" :4 

ou 

tlx.-,-
X~ . ........ X~ 

x~ ...... ... xf-A 

x~~ ..... .... x~~ 

~Ia is les nombrcs x 0 , x1 , •.• X 11 +1 formant une suite positive el croissantc, 
on Cl Llx. > 0, cat· en admettant que cela est vrai pour un determinant 

• 
d'ordre n, on voit immediatement (a cause du Iemme 2 7) que Ia me me 
inegalite a necessairement lieu pout' n + 1. (On suppose comme toujours 
que Xo > u, si C( > 0.) Les quantites F~i etanl differenles de zero, par 
hypothese, le determinant fonctionnel Ll est done egalement different 
de zero. C. Q. F. D. 

On demonlre aussi par un raisonnement semblable le theoreme suivant : 

3~bts. THJ~OREME. - Si Q,1 (x) est le polynome d'approximation de la 
fonction analytique F ( x) relatif a la suite des expos ants (30 , (31 , ... (311 , et 
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si Rn(x, .A) est le polynom,e d'approxirnation de F(x) + (.A- 1) Qn(x) 
relati( ala suite ao, a.1 , •.. a.11 dans le meme intervalte (AB), l'ecart rnaxirnurn 
L et les coefficients de R" ( x, 1.) sont des fonctions analytiques de .A, pourvu 
que Rn(x, A) soil de menw classe pour toute valeur de .A(O <). < 1) et qu.'on 
ait en tous les points iuterieurs d'ecart rnaxirnurn F~2· z 0, ayant pose 

F'(x, A)= {(x) +(A -1) Qn(x)- Rn(x, A). 

32. METHODE A smvnE. - Voici comment on appliquera ces propo­
sitions. Pour fixer les idees, considerons Ia premiere. D'abord, d'apres une 
remarque due a M. Borr.l (toe. cit., p. 82), on ramene Ia recherche des 
polynomes d'approximation d'une fonction continue quelconque a celle des 
polynomes d'approximation d'une suite de polynomes de degres croissants. 
Nous pouvons done, sans restreindre Ia generalite theorique du probleme, ne 
considerer que les fonctions analytiques. 

Ceci pose, soil f(x) Ia fonction dont on cherche le polynome d'approxi­
mation. On choisira convenablement (de ce choix dependra Ia rapidite de Ia 
convergence de Ia methode) une fonction cp( x) dont on connait le polynome 
d'approximation correspondant et qui soit tel qu'on puisse affirmer que Ia 
fonction 

satisfait aux conditions du tiH~oreme. Par hypothese, Rn(x, 0) sera connu; 
le polynome cherche sera Rn ( x, 1 ). Pour le calculer, on determinera les 
derivees successives de Ru(x,J.) par rapport a .A pourJ.=O; on developpera 
ensuite R11 ( x, .A) en serie de Taylor qu'on ponrra dans to us les cas sommer 
par Ia methode de M. Mittag-Leffler pour ). = 1 , mais, en pratique, on 
cherchera a s'arrange1' de Ia sorte qu'un petit nombre de termes de Ia serie 
de Taylor donne deja une approximation sutlisante du polynome cherche 
H11 ( x, 1 ). Les deri vees successives se calculent de Ia fac;on suivante : 
so it L (1.) l'ecart maximum qui est une fonction holomorphe de .A. L ( 0) sera 
donne et on aura d'ailleurs, en ecrivant R(x, .A) au Heu de Rn(x, !.), 

(21) 
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xi etant les points initiaux egalement connus d'ecart maximum. Ensuite on 
aura 

(22) 

, • • • ~F(x;) O . • · . dx; O car s1 xi est mterJeur, ~x; = , et SI xi est une extrem1te, dA. = ; en 
particulier, pour J. = 0, cela donne (n + 2) equations lincaires 

aux (n + 2) inconnues : d~~OJ et les (n + 1) coefficients du polynome 
derive R~ ( x, 0 ). Les signes des premiers membres a prendre dans les 
equations (22bis) sont naturellement les memes que ceux des equations (21) 
pour les memes valeurs xi. 

Pour calculer les de1·ivees secondes, remarquons que si xi est un des bords 
de l'intervalle, on a en ce point 

(23) 

si c'est un point inlerieur, on aura 

et, en vertu des egalites 

il vient 

(24) 
d2L 02F c~:)J 

±-=----
dA2 8A2 82F 

-axz 

en tous les points interieurs. 
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Les equations (23) et (24) forment de nouveau nn systeme de ( n + 2) 
equations lineaires a (n + 2) inconnues : d

2

~A~Ol el les (n + 1) coefficients 
des polynomes R~2(x, 0) =- ~~~ (x, 0). La remarque relative aux signes 
subsiste evidemment. 

Nous ne pousserons pas plus loin le calcul des coefficients de Ia serie de 
Taylor, en nous pla<;ant toujours dans des conditions ou Ia connaissance 
des deux premiers termes sum t pour les buts que nous poursuivons. 
Remarquons seulement que le calcul successif des coeflicients consiste 
toujours dans Ia r·esolution de (n + 2) equations lineaires qui ne differeut 
que par leurs seconds membres a ( n + 2) inconnues. Le point essentiel 
est evidemmenl de savoir tirer des consequences precises de Ia connaissance 
d'un nombre limite de coefficients de Ia serie de Taylor. Dans ce but, 
demontrons l'inegalite 

(2o) 

En effet, dans les formules (24 ), le signe + est a prendre lorsque 
F > 0 (en me me temps ~~ < 0); au contraire, c'est le signe - qu'il faut 
prendre si F < 0 (en meme temps ~~~ > 0 ). Par· consequent, si l'inega­
lite (2a) n'etait pas veri flee, on aurait ~~. F < 0 en to us les points 
d'ecart maximum, puisque le premi~r membre de I' ega lite (2::J) re~oit 
egalement le signe de F. 1\tais alor·s ~~~ = A0xa:o + ... + A11xa:n devenant 
de signes contr·air·es en (n + 2) points consecutifs, devrait s'annuler en 
(n + 1) points inte"l'ieul's de l'intervalle, ce qui est inadmissible(§ 27). 

L'inegalite (2a) appliquee a Ia formule de Taylor donne immediate­
ment 

(26) L(1) > L(o) + d~~o) · 

Je remarquerai que cette derniere inegalite peut etre aussi deduite du 
theoreme generalise de .M. de Ia Vallee Poussin (§ 29 ). En efTet, en ajoutant 
les egalites (21) et (22uis), on obtient 

[ 
dL(o)J , ± L(o) + -----;_r;:- ={(xi)- R(xi,o)- R~(;t·;,o). 
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En adoptant Ia terminologie de M. de Ia Vallee Poussin (toe. cit.), on 
peut d'ailleurs dire que le polynome R ( x, 0) + R~ ( x, 0) qu'on obtient en 
s'arretant au second terme de Ia se1·ie de Taylor est le polynome d'approxi­
mation de ((x) reJatif a )'ensemble des (n + 2) points Xo. x1, ... Xn+f· 

Toutes les conclusions subsistent evidemment, si c'est au moyen du 
theoreme (3! his) qu'on introduit le parametre l. 

CHAPITRE IV. 

Etude de la meilleure approximation de I x I et de certaines 
autres fonctions. 

33. PROBLEIIIE. - Determiner parmi les polynomes ordinaires de 
degre n au plus et tels que le coefficient de xP ( 0 < p < n) so it egal a i 
celui qui s'ecarte de zero le moins possible dans l'intervalle 01. 

On est amene a former le polynome d'approximation de xP relatif a Ia 
suite des exposants : 0, 1, ... p -- 1, p + -1, ••• n. Le probleme sera done 
resolu si l'on construit celui des polynomes ordinaires ayant i pour 
coefficient de xu qui atteint (n + ~1) fois avec alternance de signe son 
module maximum (§ 28 ). Le poly nome cherche sera done 

Tzn (Vx) cos 2n arcos Vx 
Ak~n) A~'f;l 

ou A~Pnl est le coefficient de x2
P du pol ynome trigonometrique T 2n ( x) 

=cos 2n arcos x. 
Rappelons que (*) 

Tn(x) =cos n arcos x = 

=2n---i. xn __ xn-2+-. --xn-4+···+(-1)!. --. xn-2!+··· [ 
n n n - 3 n ( n - l -1 )- · · ( n - 2l + 1) J 
4 24 2 ! :i21 l ! 

n Voir, par exemple, SELIWANOFF, Lehrbuch der Di{{erenzenrechnung, P· 76. 
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et, par consequent, 
T2n(x) =cos 2n arcos x 

= 2zn-i x2n- -x2n-2+ _. __ xzn-4+ ... +C-W. _ . . xm-zz+ ... . 
[ 

n n 2n- 3 n (21!-l-1)···(2n-2l+1l J 
2 23 2 ! 22l-i l ! 

Done 
n. 22P. (n + p -1) ... (2p + 1) 

A(mJ = (-1)n--p (sip< n -1) 
2P (n-p)! 

et 
A~~~z = - 22n-z. n, 

L'ecart max1mum de r~n (vx) alleint (n + 1) fois sur Je segment 01 
N2n) 

est dans tous les cas eg;l a I A~) I· 
Ainsi un polynome de Ia forme 

P(x) =X+ 0 0 + G2 X2 + ··· + anxn 

ne peut rester sur le segment (01) conslamment infer·ieur en valeur 

absolue a 2~~· 
Un polynome de Ia forme 

ne peut rester iufel'ieur· sur le meme segment a 2n~c!-i)' etc. 

34. PRoBLEl'tiE (*). - Determilwt· panni les polyuomes ordinaires de 
degre n au plus et tels que le coefficient de xP est egal a 1 celui qui s'ecarte 
le rnoins possible de zero daus l'intervalle (-1, + 1 ). 

(~) J'ai appris plus tard que ce probleme avait ete resolu en 1892 par une methode diffe­
rente dans un travail :Surles {onctions qui s'ecartent le mo·ins de zero, deW. MARKOFF (frere 
du mathematicien russe bien connu, A. Ma1koff), etudiant de l'Universite de Saint-Peters., 
bourg, qu'une mort prematuree a enleve a Ia science. Ce memoire contient, en outre, une 
generalisation interessante du theoreme (o), de A. Markoff, qui fournit des bornes supe­
rieures des derivees successives d'un polynome elfectivement atteintes sur un segment, oil 
Je module du polynome ne depasse pas un nombre fixe, tandis que les bornes que nous 
a donnees !'application successive du theoreme (o) ne sont pas atteintes. 
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Soil d'abordp pair.ll est clair que, si xP-Q(x) = P(x) repond a Ia 
question, il en sera de me me de xP- Q (- x) = P ( -- x) et a fortiori 
de xP -'- Q(x)~Q(-x). Nous pouvons done supposer Q(x) pair de degre u ou 

( n - 1) suivant que n est pair ou non. En remplac;ant x2 par z, on se 
trouve ramene au probJeme precedent et par consequent 

cos n arcos x . . 
P(x) = A<nJ (s1 nest pair) 

11 

et 

P ( ) 
cos ( n - 1) arcos x ( . . . 

x = A<n-iJ sin est Impair). 
11 

Soil ensuite p impair. Si xP- Q(x) = P(x) repond a Ja question, 
il en est de meme de xr + Q(- x) = -- P(- .rc) et a fortiori de 
x'' - Q(x! -

2
Q(-x). Ou peut sup poser, par consequent, Q ( x) impair. On sera 

dOllC amene a COllSfruire le poJynome d'approximation de Xp SUr )e 
segment ( 01) relatif a Ja suite des exposants 1, 3, ... p - 2, p + 2, ... n 

( 1 . . ) I b d n-1 n-2 L ou n- , s1 n est pa11· ; e nom re e ces exposants est - 2- ou -
2
-. e 

probleme sera resolu si xP- Q(x) = P(x) aura n; 1 (ou §, pour u 
pair) ecarts maxima dans J'intervalle 01. Or ceci aura lieu pour le 
polynome 

cos n arcos x . 
P(x) = A<nJ (pour n Impair) 

11 

et 

cos (n -1) arcos x 
P ( x) = A <n-IJ (pour n pair). 

p 

Ainsi, dans l'iutervalle (- 1, + 1 ), un polynome 

ne peut rester en t•a/eur abso!ue inft!J·ieur a ~' si n est impair, et 1le peut 
rester inferieut· a n 

1 
1 si n est pair. Ce fait servira de point de depart 

. pour notre etude de Ia meilleure approximation de I X I· 
TOME IV· - SCIENCES. 7 
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35. RElltARQUE PRELIMINAIRE suR LES POLYNOMES n'APPROXIMATION DE I xl.­
On voit immediatement, par raison de symetrie, que le polynome d'approxi­
mation de I xI dans l'intervalle (- 1, + 1) ne contient que des puissances 
paires de X. Par consequent, ce polynome P(x) sera egalement le polynorne 
d'approximation de x sur le segment (01) relatif a Ia suite des exposants : 
0, 2, 0 .. 2n. Mais au lieu du poly nome P ( x) no us allons chercher Je 
poly nome d'approximation R (X) (sur le meme segment 01) relatif a Ia 
suite : 2, 4 ... 2n; en d'autres termes, no us ne considei'Ons que les 
polynomes qui s'annulent a l'origine. II est facile de voir que si L1 est Ia 
meilleure approximation qu'on peut obtenir avec Ia premiere suite, et L celle 
qu'on peut obtenir par Ia seconde suite, on a necessairement 

(27) 
1 

L > Li > 2 L. 

En effet, sans examiner de pres P(x), dont nous n'aurons pas besoin, on 
veri fie facilement. l'impossibilite de l'identite p (X) == R (X); done L > 11. 
D'autre part, P(x)- P(O) appartient aux polynomes de Ia seconde 
categorie, sans pouvoir en etre le poly nome d'approximation; done 
L1 + I P ( o) I > L, d'ou 11 > ~ Lo 

II convient d'ajouter que si P ( x) est le polynome d'approximation de I xI 
sm· le segment ( -- 1, + 1 ), hP GD sera le poly nome d'approximation sur 
le segment (- 1, + 1); il en resulte que Ia meilleure approximation est 
proportionnelle a Ia longueur du segment 2h. 

36. THEOREME. - La nwilleure approxhnation de x sur le segment Of 
par un polynome de Ia suite x'xt, xa~, 0. 0 X.an (ai+l >ex,) est supet·ieure 
a la meilleure approximation par un polynome de la suite x~i, x~~, . 0. x~n 
(/3;+1 > ,BJ si on a a,> ,Bi > 1, l'egalile etant exclue seulement pour i = 1. 

Supposons d'abord /31 < cxl < ,e; < CXz ••• < !3n < a:/1. 

Soit Q(x) = B1xai + ooo + Bnxan le polynome d'approximation de x 

relatif a Ia suite des a:. On aura necessairement B1 > 0, 82 > 0, 83 > 0, etc., 
car x - Q ( x) do it a voir n racines positives. 
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Formons ensuite 

(28) F(x,A) = x + (1. -1) Q(x)- R(x,),), 

R (x, A) etant le polynome d'approximation relatif a Ia suite des (3, de 
x + (A-1) Q(.x); de sorte que R(x, o) == 0 et R (x, 1) est le polyrwme 
d'approximation de x relatif a Ia suite des (3. II est, facile de voir que no us 
nous trouvons dans des conditions ou le theoreme (32) est applicable. 
En effet, le polynome R(x,A) appartient a Ia seconde classe (§ 30), quel 
que so it A ( 0 < A < 1 ), car les coefficients de 

presentant au plus n variations de signe, ~~ = 0 ne peut avoir plus de n 

raeines positives, landis que le nombre des ecarts maxima n'est pas 
inferieur a ( n + 1); pour Ia me me raison, aucune des racines de ~ = 0 ne . ~ ~ 
saura1t annuler;;---;;· ox• 

Cela etant, le premier terme de 

aF 
-) = - R) + Q ( x ), 
8' 

qui a au moins n racines positives, devra etre negatif pour donner n 
· · d · · ffi · d cF D d · · oF varwtwns e s1gne aux coe ICJents e oA.. ans ces con 1110ns, oA. aura exacte·· 

ment n racines positives et sera uegatif pour x lres petit et, en particulier, 
au point d'ecar'l maximum Je plus rapproche de l'origine. Or en ce point 
ou F (x, A)> 0 ( ca1· il a le signe de x qui est son terme de degre le moins 
') ') dL oF e eve , on a dA. = oA. · 

Done 
dL 
dA < O. 

L'ecart va done en diminuant lorsque A varie de 0 a 1. L'ecart corres­
pondanl 3 Ia suite des o: est done superieur a celui de Ia suite des (3. 
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On passe facilement de Ia au cas general, en comparant successivement 
les suites : 

et:f, et:2, ••• 'Cln, 

a:~, ~' ... ' Cln, 

(n - 2) a:~ + ~"' J 
-'----.:___

1
::----.:.._, ~2' Ct:g, • • • ••• , Ct:n, 

n-

a:~+ (n- 2) ~"' 
---'---1--''---' ~2, ••• ' ~n-i' Cl:n' 

11-

~i' ~2' ••• , ~n' 

37. CoROLLAIRE. - La meillwre approximation de I xI sur le segment 
(- 1, + 1) att moyen d'uu polynome de deg1YJ 2n s'annu/anl a l'origine 
est in(erieure a 2n~ f. 

En effet, cette approximation est Ia meme que celle de x sur le 
segment ( 01) par un poly nome de Ia forme A1x 2 + Aq,X4 + ... + Anx2". 

Or, a cause du theoreme qu'on vient de demontrer, celle-ci est inferieure a 
!'approximation qu'on peut obtenir au moyen d'un polynome B .. x3 + B2x

5 

+ .. · + B x~n+t qui est egal (§ 34) a _:~._. 
11 2n+ 1 

38. CoROLLAIRE. - La meilleure approximation de x sur 01 a11 moyen 
d'uu polynome de la forme A .. x4 + · · · An_ 1x2n + A 11X

211 +2 est superieure 
' 1 . 
a 2n+1' 

39. APPLICATION DE LA 1\IETHODE GENERALE A LA RECHERCHE DU POLYNOME 

D'APPROXIMATION DE I xI· - Reprenons Ia formule (28) en supposant 
(3i = 2i eta;= 2i + 1 (i = 1, 2, ... n). 

R ( x, 1) sera le polynome cherche, L ( 1) !'approximation cherchee. 
D'apres le § 34-, 

cos (2n + 1) arcos x 
X- Q (x) = (- 1 )n • (2n + 1) , 

L (0) = _
1_ et R (x, 0) = 0. Les points initiaux d'ecart maximum 

2n+1 iTt(" ) 
sonl X; = cos 2n+i l = O, 1, .. · n · 
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On a done les equations 

1-Q(1)=C-1rL(o), 

(29) 
cos -7t-- Q (cos -7t-) =- (-1)n L(o), 

2n + 1 2n + 1 

qui correspondent aux equations (2 t) et 

(30) 

, dL(o) 
Q(1)- R).(1) = (-1)n. -, 

d"A 

Q COS -- - R1 COS-- =- ( -1)n · --, ( 
7t ) , ( 7t ) dL(o) 

211 + 1 2n + 1 dA 

qui correspondent aux equations (22bis). D'ou 

1- R1(i) = (-1)n [ L(o) + d~io)J, 

(31) 

cos _7t_- ~i (cos -7t-) = (-1)nB [L(o) + dL(o)J, 
2n + 1 2n + 1 dA 

cos--- R1 cos-- = L(o) + -- · 1l7t , ( 117t ) [ dL(o)J 
\ 2n + 1 2n + 1 dA 

Posons pour abt·eger p = L ( o) + d~~o) et rappelons que L ( 1) > p. 

Le poly nome H~ = A1x2 + · · · + A11X
211 et p sont entierement determines 

par les equations (31); pour· les cal euler, remarquons que H~, qui ne contienl 
que ties puissances paires, satisfera aussi aux equations 

-cos (u + 1)1t- Ri (cos (n + i)1t) = , 
2n + ·1 2n + 1 p 

(2tz + 1)7t R' ( (2n + 1)7t) ( ) 
-cos 2n + 1 - 1 cos 2n + 1 = -1 np. 
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Done R~ est un polynome de degre 2n + 1 au plus qui, aux points 
xi= cos 2ni~1 (i = o; _1, •.• u), prend Jes valeurs xi -- p(- f )'l+i, et 
aux points xi = cos 2n

1

~1 ( i = u + 1, ... 2n + 1) prend les valeurs 
- X; + p ( -- 1 t+i. En appliquant Ia formule classique d'interpolation, 
nous aurons par consequent 

(32) 
, , [i=n Xt _ p ( _ 1 )n+i i=2n+l X; _ p ( _ 1 )n+i] 

R1 = S(x) · 1: .1 - L 'I ' 
t=o (x-x;)~ (x;) t=n+l (x-x1)S (x;) 

ou S ( x) est un poly nome de degre 2u + 2 s'annulant aux points 
x;(i = 0, 1, ... 2n + 1 ). On peut done poser 

S(x) =sin (2n + 1) arcos x. V 1 x2• 

D'autre part R~ s'annule a l'origine. On a, par consequent, pour deler­
mmet· p 

i=n X; _ p ( _ 1 )n+i i=2n+J X; _ p ( _ 1 )'Hi 

L S1( ) - L S1( ) = O, i=O X; X; . i=n-/-1 X; '- X; 

ou 

(33) 
i=n 1 2n+l 1 [i=n ( _ 1 )i i=2n+l ( _ i) J 1: -.1 - - 1: -1 - = ( -· ·1 )" P L 'I - 1: I • 
i=o S (x;) i=n-1-1 S (x;) t=o X;S (X;) i=n+l X;S (x;) 

Or 

S1(x) =- [(2n + 1) cos (2n + 1) arcos x + _x_ sin (2n + 1)arcosx], 
· Vi-x2 

d'ou 

S1(x;) = -(2n + 'l). (-1)1 (pour i = 1, 2, ... 2n) 

et 

S1(x;) =- 2(211 + 1). (-1)i (pour i = 0, 2n + 1). 

L'equation (33) devient done 

[
1 i=n1 1 i=2n1] [ i=n 1 J 1=r· -+1:----I- =r 1+21: . . 

2.To i=l X; 2.Tzn+i i=n+i X; i=l t'lt cos--
2n + 1 
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Ainsi 

1 
(34) p= i=n 1 

et 

1+21:---
i=l i7t 

cos 2n + 1 

II est aise de trouver une valeur approchee de p. 

On a manifestement 

Sn dz1tZ < ~ 1l1t < __ 1_n1t- + sn dz1tZ 
cos -- cos-- cos cos --

'Zn + 1 'in + 1 2n + 1 2n + 1 

,. 

S
n dz . 2n + 1 s2 du 2n + 1 1t 2n + 1 Sn + 4 
---=-- -.-=---logtg--<--log--· 

1tZ 1t sm u 1t Sn + 4 " 1t 
cos--

2u + 1 . 
0 ~ 

Done finalement 

-(3a) L(1)> = 1t(i+c:) , 
p Sn + 4 

(4n + 2) log--
7t 

ou c: tend vers 0 avec ! · n 

40. DtTERl\IINATION DE L'ORDRE INFINITESIMAL DE L ( 1) = L. - Pour 
obtenir une limite inferieure de L ( 1) plus rapprochee, no us allons 
abandonner Ia marche analytique de raisonnement f't conslruire a priori un 
polynome approche P ( x) de I x I qui presente certaines analogies avec le 
polynome R~(x). 

So it p (X) le polynome de degre 2u qui s'annule a I' origine et devient 
egal a I X I aux points 

(2k + 1)1t 
xJt = cos 

4
n (k = 0, 1, ... 2n -1), 

ou 
T (x) =cos 2n arcos x = 0. 
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On aura evidemment 

Done 

2n sin 2n arcos x 
T'(x) = · 

V1-x2 

(-1)". 2n 
T'(xrt) = · 

• (k + ~)TI 
sm---

2u 

Par consequent 

xT(x) L 2 2n L 2 2n 
(36) P(x) =- - ' [ ~<=n--i(- f)lt sin (k + !) ~ ~<=2n-1(-1)" sin (k + !) ~ 1 

~~~ ( 1) TI ( f) TI k=O X - COS k + - - lt=n X - COS k + - -
2 2n 2 2n _. 

mais, d'autre part, 

x = xT(x) "" 2 2n + "" 2 2n . llt=n--i (-1)" sin (k + ~)· ~ k=2n--i(-f)lt sin (k + !) ~] 
211 ~ ( 1) TI ~ ( 1) TI lt=O X - COS k + - - lt=n X - COS k + - -

2 2n 2 2u 

D'ou 

(37) 

lt=2n--i (- 1 )" sin (k + !) ~ 
x-P(x)=xT(x) L 2 2n= 

n. ~<=n X - cos (k + !) ~ 
2 2n 

lt=n--i (-1)1t sin (k + !) ~ 
= _ xT(x) L 2 2n, 

n k=O X + COS (k + !) ~ 
2 2n 

qu'il no us suflira de considerer pour les 'a leurs positives de x, car P ( x) 
etant pair, Ia difference I x 1- P ( x) sera egale pour x = ± a (a > o) 
a a- p (a). 
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Or, en supposant n pair pour fixer les idees, on a 

. ( 1) 7t lt=n-i (-1)/t Sill k +- -
""' 2 2n H(x)=- k.. = 
lt=O X + COS (k + ~) ~-

2 2n 

=- L 
sin (k- ~) !'_ [x + cosk + (~)~]-sin (k +~) ~ [x+ cos (k- ~) 7t J 

~ 2n 2 2n 2 2n 2 2n 

lt=J., 3, ••• n-i 

n kn 7t 
2x sin 

4
- cos -

2 
+ sin -

= L n n 2n . 

lt=t,a, ... n--1 [x +cos (k-D 2:] [X+ cos (k + ~) 2:] 

Remarquons d'nbord que, X etant suppose fixe (positif), on a, quel que 
soit x, 

(38) lim. x. H (x) = ~-
~ 2 

En effet, 

7t ( kn ) - X COS-+ 1 '! 

L 2n 2n X s2 
X COS ex. + 1 1 

lim.x.H(x)=lim.x k =-
2 

( ) dcx.=-· 

( 
7t)2 X + COS ex. 2 2 

lt=t,a, ... n--1 X + cos 
2
n o 

Par consequent, Ia valeur asymptotique de 1 xI est, a cause de ( 3 7 ), 

(39) I I P ) 
cos 2n arcos x En ( x) 

x = (x + 
2 

+--, 
n 2n 

oil tn(o) =- 1, et ILIJ!· en(x) = 0, si I X I > 0. 

On peut done dire, en particu)ier, que 2~ est Ia valeur asymptotique du 
maximum de l'erreur commise en prenant le polynome P (x) de degre 2n 
comme polynome approche de 1 x 1 sur le segment (- 1, ;-1 ). On 
pourrait calculer facilement une limite superieure plus au moins precise de 
cette el'reur pour des valeurs finies de n. Mais ce calcul ne presente qu'un 

TuME IV. -- ScmNCES ~ 
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interet mediocre, car nous trouvons un polynome (qui ne s'annule pas 
a l'origine) encore plus approche de I x 1 dans Ia troisieme partie de ce 
travail. 

Au contraire, nous allons chercher une limite inferieure des (n + 1) 
maxima de signe contraire de Ia difference x- P(x) pour les valeurs 
positives de x, car nous savons, d'apres le theoreme generalise de 
M. de Ia Vallee Poussin (§ 29), que Ia meilleure approximation, L( 1) = L, 
de x par un polynome de Ia forme A1x2 + · · · + A,,_ 1x

2
n-

2 + Anx2n sur le 
segment ( 01) devra etre superieure a cette limite inferieure. 

Or, on a evidemment (*) 

xH(x) > xsin _2':._ L 1 
= 

2
n k~,3 .... ~ [x +cos (k- ~) ;n] [x +cos (k + D 27tn] 

1t "" 1 = x sin 2n £..,; 1 7t 1 7t > . 
,,~.3 .... n-i [x +sin (k- ~) 2,~] [x +sin ( k + 2) :!,J 

1t "" 1 
> x sin 2n £.... [ (2k -1)7t] [ (2k + 1)rc] > 

k~,3, .•. n-i X+ X+ -~-
4n 4n 

1tX L 1 

> 2n + 1 k~. 3 •..• n-i [x + 2k -1rc] [x + 2k + 17t] > 
4n 4n 

1tX "" 1 
> 2(2n + 1) i~n (x + 2k-17t) (x + 2k + 1rc) = 

.f.n 4n 

= 2n

1

: 1 [ 
1 

rc - 2: + i J . 
x+ 4,n x+~rc 

Pour les petites valeurs de x il convient de s'arreter a Ia seconde 
inegalite qui donne immediatement 

. 1t 
a; sm 2n 

xH(x) > · 
( . 1t)( . 3rc) x + sm 4,n x + sm .f.n 

(*) En supposant toujours, pour fixer les idees, n pair et par consequent n > 2. 
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Par consequent 

xI T(x) I [ t 1 J x-Px > · - , I ( ) I 2n + 1 n 2n + 1 
x+4- x+ 4 n n n 

ou encore 

7t 
x I T(x) I . sin 

2
n 

lx-P(x)l> 
3 

n (x +sin 4:) (x +sin 4:) 

En pa1·ticulier, aux n points zi = cos~: ( i = 0, 1, ... n- 1 ), ou I' on a 

on aura done 

I zi-p (zi) I > 2n ~ 1 n - 2n + 1 z. [ 1 1 J 
zi + 4n zi + 4n n 

1tZi 1 1 
= . > . 

2 (211 + 1) ( 1t) ( 2n + 1 ) 3 (2n + 1) 
Z; + 4n zi + 4n n 

On devra prendre encore un ( n + 1 )or point Zn dans I'intervalle 

de sorte qu'on ait aussi 

en cherchanl a rendre aussi grand que possible I Z 11 ·- P ( Z 11 ) j. Posons, par 
exemple, 

• 7t 
Z11 = Sill-· 

8n 
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Alors 
,1t .1t 1 
Slll-•Slll-•-

2n 8n ~ 
I Zn- P(zn) J > ---. ----------

n (sin ~- + sin ~) (sin 
3

1t + sin~) 
4n 8n 4n 8n 

V2. sin ii 4V2 

( 7t)(· 31t 1t) > 21(2n+1) 2n 1 + 2 cos 
8
- sm - + sin -
n 4n 8n 

Done, nous sommes arrives aux resultats suivants : 
La meilleure approximation L de I xI dans l'intervalle (- 1, + 1) au 

moyen d'un potynorne de degre 2n > 4 qui s'annute a rorigine satisfait C) 
aux itUJgalites 

(40) 
1 4V2 

2n + 1 > L > 21(2n + 1) 

Nous construisons plus loin des polynomes de degre 2n qui (sans 
s'annuler a J'origine) dans le meme inten·alle donnent une approximation 

2 
-1t(=2n-+~1)' 

Done, en tenant compte de l'inegalite (27 ), on trouve que : 
La meilleure approximation L1 de I xI dans l'intervalle (- 1, + f) att 

moyen d'ttn polynorne quelconque de degre 2n > 4 satisfait (**) aux 
inegalites 

(41) 
2 2V2 

1t (2n + 1) > Li > 21 (2n + f) 

(*) Pour 2n = 2, les inegalites (40) se verifient directement, puisqu'on a alors 

L = '1/2-t. 
2 

(**) Pour 2n = 0 et 2n = 2, les incgalites ( 41) sont egalement verifiees, car dans le 
premier cas on a Li = ~ et dans le second Li = ~ . Dans un memoire : Sur la meilleure 
approximation de lxl par des polynomes de degre donne, qui paraitra prochainement dans 
les Acta lllathematica, on trouvera une etude detaillee du cas den tres grand. 
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41. - SECOND PROCEDE POUR LA DETERMINATION DE L'ORDRE DE L. 
On peut aussi obtenir tres simplement des itH~galites analogues aux 
inegalites (40) en utilisant les propositions (37) et (38). 

En effet, admettons J'existence d'une inegalite de Ia forme 

en posanl x = 1 ~~-', ou f1- > 0, on aura manifestement 

pour 0 < y < 1 + p.; 

ainsi, a fortiori, 

pour 0 < x < 1, 

ou 

I x(1 + p.) + Ax2 + b2at +···+~am I < (1 + p.)2
(1., pour 0 < x < 1; 

en retranchant douc Ia premiere inegalite de cette derniere, on a 

et, enfin, 

ou, en particulier, en faisant f1- = V2, 

Done, a cause de Ia proposition ( 38 ), on a 

d'ou 

2(1 +V2)(1. > - 1
-, 

2n-1 

V2-1 a> . 
2(2n -1) 
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Par consequeut (pour n > 0), 

(42) 1 L> V2-1 
2n + 1 > = ~ (2n - 1) 

et 

(43) 
2 L V2-1 

---:-::c-----.,- > i > . 
7t(2n + 1) · 4(2n-1) 

On voit que les inegalites (~·2) ct (43) sont meme un peu meilleures que 
les inegalites ( 40) et ( 41 ), pour n < 4; au conll·aire, pom n > 4, ce sont 
les inegalites ( 40) et ( 41) qui sout plus precises. 

42. APPLICATIONS GENEHALES DU THEOREME (31 ). - Soienl { et p deux 
fonctions analytiques dans l'intcrvalle (AB) et telles que pour une certaine 
valeur de n, quel que soit 1., on a 

(44) A[<n-H.>(x) + (1- A) ~n-H.(x) =f= 0. 

Dans ces conditions, on a Je droit d'appliquer Jc theoreme (31) relatif au 
polynome d'approximation ordinaire de degre 11. En effet, Ia derivee ~!de 

F(x, A)= A{(x) + (1- A) ~(x)- Rn(x, A) 

ne peut s'annuler plus de n fois n cause de ( 44); par consequent, F ne 
pourra a voir plus de ( 11 + 2) maxima, dont deux seront necessairement 
aux bords. 

Supposons, en particuliet·, dans l'intervalle considere 

(4n) 0 < r<n+f) < cp<n+f). 

On aura alors manifesternent 

A cause de ( 4u ), 
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ne pourra s'annuler plus de ( n + 1) fois, il s'annulera done ( n + 1) fois 
cxaclement, puisqu'il se rcduit successivement a ± ~~ aux ( n + 2) points 
d'ecart mnximum; de plus sa derivce d'ordre (n + n elant negalive, il 
doit devenir ncgatif apres s'etre annule pour· In derniere fois et sera, par 
consequent, ncgatif au bord droit. Au conlrair·e, Ia derivee d'ordre (n + 1) 
de F ~lant positive, F qui s'annule (n + 1) fois deviendra posilif au bord 
d . I . L" F dL <iF 0 ro1t; on a urn c ouc en ce potnl = et d'A = <i'A < . 

L'ecart L sera, par consequent, une fonction Jecroissante de :A, d'ou cette 
proposilion. 

Si dans l'intervalle (AB) on a constamment 

(45) 

Ia meilleure approximation de f par un poly nome de degre n est plus petite 
que celle de p dans eel iutervalle. 

Nons pouvons en deduire quelques consequences plus au moins evidentes, 
mais pour abreger l'ecriture nous intl'oduirons d'auot·d le symbole Ln (f(a:)) 
qui signifiera Ia meilleure approximation de f( x) pat· un polynome de 
degre n dans l'intervalle considere. Ainsi premierement 

Si 

Ott a egalement 

dans t'intervalle considere. 

CoROLLAIRE. - Si dans l' intervalle ( AB) 

on a necessairemeut 

En effet, d'apres Ia proposition precedente, on aura 
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done 

CoROLLAJRE. - Si dans t'intervalle (AB) on a conslammenl pour t.me 
certaine valeur de n 

on a "ecessairement 

Ln (f) < 2kLn (f/c); 

au conlraire, pour uue valeur de n telfe que 

on aura 

En effet, pour etabli.r, par exemple, Ia premiere des inegalites, il suffira 
de poser dans le corollaire precedent p = kfx. 

CoROLLAIRE. - Si dans l'intervalle AB (0 <A< B), on a 

on aura necessairement 

En effet, en posant 

xr;, cp=--, 
n+t 

on a 
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ConOLLAIRE. -- Si dans l'intervalle AB de longueur 2h on a constam­
ment N < frn+-11 (x) < M, on aum 

2N (11)71-t-i 2M (h)n-t-i 
(n+1)! 2 <Ln(f)<(n+1)! 2 · 

PoLIJ' Je voir, il suffit de remarquer que Ia meilleure approximation 
Ln(xn+i) est egale dans Ull inlervalle de longueur 2h a 2 (~)"+\ 

ConoLLAIRE. - Si dans un intervalle AB de longueur 2h on a 
I rrn+ll(x) I< M, on aura nr!cessairemeut 

4l\I (/t)n-t-i Ln ({) < ( n + 1) ! 2 . 

RE!IJARQUE. - Rappelons que dans les memes conditions on peut affirmer 
au sujet de !'approximation foumie par Ia serie de Taylor, qu'elle est 
inferieure ft (n!t)t lt"+ 1 seulemenl. 

43. ExE!IIPLES. - Quelle est la mrilleure approximation L2m _ 1 (sin x) 
de sin x par un polynome de degre 2m- 1 dans l'intervatle (- It, + h), 
oi't t'on suppose h < i? 

II est evident d'abord que L~m -1 (sin X) = L'2m (sin X). Or en posant 
n =2m, on voit que Ia derivee ('z+il(x) est ici ±cos x; done 
~< /(n+1l(x) < 1, et, d'apres ce qui precede, 

1 (h)2m-t-i . . . 2 (ft)2m+i 
- <L71 (smx)=L2m-i(smx)<(' )' ~ · 

(~m + 1) ! 2 zm + 1 . 'Z 

Remarquons que le reste correspondant dans Ia serie de Taylor est egal a 
l2!+.:)! h2m+\ ou e tend rapidement vers 0 avec~-

QueUe est Ln (ex) sur le se,qment 01? 

On verifie immediatement que 

(n ~ 1)! GJ-t-i < Ln(t'") < (n ~1)! (DnH. 
ToME IV. - ScmNCEi. 
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44. ETUDE DE L11 (xm). - Nous allons horner notre etude au cas ou m 
est entier et m > n. Dans ces conditions, on obtient immediatement le 
developpement trigonometrique de (cos t)m 

(
eit+ e-it)m 1 [ m (m -1) J 

(costr= 
2 

= ~m--i cosmt+mcos(m-2)t+ 
2 

cos(m-4)t+··· , 

et, en posant x = h cos t, il vient 

hm [ (x) (x) m ( m - 1) (X) J xm = 2,H T m h + mT m-2 h + 2 - T m-4 h + .. · ' 
ou 

Tm(x) =cos marcos x. 

Considerons, pour fixer les idees, l'intervalle (- 1, + 1) ; on posera 
alors h = 1, ce qui donnera 

(46) 

En rejetant le premier terme du second membre, on a un polynome 
approche de xm de degre m - 2 qui est precisement le polynome 
d'approximation de xm. 

En rejetant encore un terme, on a un polynome approche de xm de 
degre m - 4, etc. II est facile d'ailleurs de calculer l'erreur correspondante, 
puisque I Tk(x) I < L On en conclut, par consequent, que 

(47) 
m(m-1) 

1 . 2 +m+ 
Lm--5 (xm) = Lm--6 (xm) < ___ 2_m---! __ _ 

dans l'intervalle (- 1, + 1 ). On pourrait aussi obtenir des ioegalites 
analogues, mais un peu moins precises, par les considerations du § 42. 
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Appliquons Ia formule (46) a une fonction f(x) = a0 + a1x + 
+ anx" + · · · + dont Ie rayon de convergence est superieur a 1. 

On aura ainsi 

2 4. 3 2! (2!- 1) ... (l + 1) 
f(x)=ao+22a2+ 24 . 2 !a4+···+ 2u.l! a21+··· 

[ 
3 [) . 4 (21 + 1) ... (l + 2) J 

+ T1 (x) a1 +- a3 + -- a5 + · · · + a2l+i + · · · 22 24.2! 221.[! 

. T [02 4 6 . D (2l + 2) ... (l + 3) J 
+ 2(x) 2+2aa4+25.2!a6+···+ 221+!.1! o2~2+··· 

........ 

67 

Par consequent, on voit que le reste A~~[f(x)], qu'on ohtient en s'arretant 
au lerrpe de degre n, satisfait a J'inegalite 

An [f(x)J < Pn + Pn-H + · · ·' 

oil l'on a designe par 

Ja valeur absolue du coefficient de Ttl+ 1 ( x) dans le dcveloppement de f( x) 
en serie de polynomes trigonometriques. 

A fortiori 

Ln[f(x)J < Pn + Pn-H + · · · 

45. APPLICATION ou THEORE~IE DE M. DE LA VALLEE PousstN ou DE 

L'INEGAUTE (26 ). - Nous avons indique, a Ia fin du chapitre precedent, 
l'equivalence de l'inegalite (26) au theoreme de M. de Ia Vallee Poussin. 
Sans revenil· sur ce point et en laissant au lecteur le soin de verifier que 
les conditions dans lesquelles nous allons nous placer nous soot imposees 
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par Ia methode du § 32, si nous y posons p(x) = xn+t, tandis que 
f( x) = x'n, no us pouvons proceder de Ia fai(On suivante : 

Considerons I' ensemble de points Xj =cos n~i ( i = 0, 1' ... n + 1) qui 
sont les ( n + 2) racines de I' equation 

S(x) =sin (n + 1)arcosx. V1-x2 = 0, 

et cherchons le polynome d'approximation de degre 1l de xm pour cet 
ensemble de points. Ce polynome P(x) satisfera aux (n + 2) equations 

(i = 0, 1, ... 11 + 1) 

ou p est Ia meilleure approximation sur cet ensemble. 
On aura done 

(48) 
i=n+i xln ± p 

P(x) = S(x) L ( _ ·-)S'( -)' 
t=O X :.t, X, 

et, en exprimant que P ( x) est un polynome de degre n, on a, pour deter­
miner p, !'equation 

iJ:xf'±p = 0 
i=o S' (xi) ' 

ou, en se souvenant des valeurs trouvees au § 39 pour S' (xi), on a 

(49) 

Pour calculer cette somme, remarquons que 

C etant un contout· entourant le segment (- 1, t 1 ), a l'interieur duquel 
/ ( z) restc holomorphe. 
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Mais 

d'ou 

Done 

p = G)n+2
7t. (n + k + 2) (n + k ~ 3) ... (n + 2k + 1), 

si m = n + 2k + 1. Au contraire, p · O, si m = n + 2k. 

Par consequent, 

(ot) L ( n+21t-1-i) _ L 1 .n+21t-l-i) > _ (~)n+21t (n + k + 2) ... (n + 2k + 1) n-ix - n•X _o- · . \ _,- 2 k! 

D'une fac;on plus generale, si 

est une fonction holomorphe a l'interieur du cercle de ravon 1, on aura 

- 1 [ 11 + 3 (n + 4) (n + o) J 
= 2n an-j-1 + 22 an-+'3 + 24 . 2 ! an+5 + . . . ; 

de sorte que 

Pn ayant Ia meme signification que dans le parag1·aphe precedent. 
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En rapprochant l'inegalite (of) des inegalites ( 4 7 ), on a finalement dans 
l'intervalle (- t, + 1) 

(r>2) 

I 
\ 

1 
Lm-t(xm) = Lm-2 (xm) = 

2
m-i' 

1 1 

2
m-t · m < Lm-a(xm) = Lm_4 (xm) < 

2
m-t · (m + 1), 

1 m(m-1) m 1 [m(m-1) J 
2m-t • 

2
! < Lm-s(xm) = Lm--{)(x ) < 

2
m-t · 2 ! + m + 1 , 

1 m(m-1)(m-2) 
2m-f • 

3
! < Lm-7(xm) = Lm-s(xm) < 

< _'1_. [m(m-1)(m-2) + m(m-1) + m + 1], 
211H 3! 2! 

1 m ( m - 1) ... (m - k + 2) . 
2m-i • (k _ 1)! < Lm-2/H-i(xm) = Lm-2/t(xm) < 

1 [m(m-1) ... (m-k+2) J 
< 2-,;H (k-1)! + .. ·m+1 . 

PI k . I . , I' , b T m - k + 2 > 2 us est petal, p us ces mega ates sont onnes. ant que k _
1 

, 

c'est-a-dire m < 3k - 4, Ia limite superieure n'atteint pas le double de Ia 
limite inferieure. Des inegalites (52) on deduit des inegalites analogues 
relatives a l'intervalle 01, en posant x 2 

= z. On aura ainsi, en designant 
par L'n ( zm} !'approximation de zm par un polynome de degre n dans l'inter­
valle 01 

1 2 ' 1 ~2m-i • m < Lm-2(zm) < 
22

m-i · (~m + 1), 

1 2m(2m -1) , 1 [2m(2m- I) J 
2211H • 2 ! < Lm-3 ( zm) < 

2
2m-i • 2 ! + 2m + 1 , 

1 2m (2m - 1) ... (2m - k + 2) 
22m-i . (k - 1)! < 

, ( m) I [2m (2m - 1) ... (2m - k + 2) 2 J 
< Lm-lt z < 22m-i ( k _ 1) ! + · .. + m + 1 · 
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En rapprochant les inegalites (47bis) et (51bis), on a 

(53) Pn < Ln[(f(x)] < Pn + Pn+t + "' 

46. CONSIDERATIONS GENEBALES SUR LA MEILLEUHE APPROXIMATION D'UNE 

FONCTION DONNEE PAR SON DEVELOPPEMENT DE TAYLOR. - Soit 

une fonction donnee par son developpement de Taylor dont le rayon de 
convergence Rf > 1. Nous verrons, dans Ia troisieme partie, que Ia nieilleure 
approximation d'une fonction quelconque, analytique ou non, 1 11 (f) est 
superieure a 10; nAn (f), k etant une constante et An (f) !'approximation 
qu'on obtient en s'arr~tant au polynome de degre n dans le developpement 
de ( suivant les polynomes trigonometriques (*). Dans le cas actuel, le 
procede le plus simple pour obtenir ce developpement sera d'appliquer Ia 
formule ( 46) aux termes successifs de f( x ), com me no us l'avons fait au § 44. 
On verra egalement plus loin que, B etant le point singulier de f( X) qui se 
lrouve sur Ia plus petite des ellipses homofocales ayant pour foyers 
(- 1, + 1 ), An (f), et par consequent Ln (f) egalement, satisfera a des 
inegalites de Ia forme 

1 1 
k R"n < Ln(f) < k wn' 

ou R" et R' sont deux nombres quelconques R" > R > R' et R est Ia 
somme des demi-axes de !'ellipse homofocale passant par B. Si nous 
remarquons que le reste r11 (f) correspondant de Ia serie de Taylor, satisfait 
a des inegalites de Ia forme 

oi1 R~ > Rf > R~, nous voyons bien qu'il est impossible de donner une 

(•) Tbeoreme t5::1J. 
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relation generale tant soit peu precise entre L11 (/) et 1"11 ((), ou bien entre 
L11 (f) cl R1 . Pour obtenir des resultals plus precis, il faudra avant tout con­
nailre Ia position et, ensuite, Ia nature du point singulier B. Cela aura lieu 
en particulier si to us les signes des coefficients de ( ( x) sont Jes memes ou 
changent allernativement ( ce second cas se ramenant d'aillenrs au pre­
mier), puisque le point B se trouvera alors sur l'axe des x, et J'on aura 
R = R1 + Vn;- 1. No us allons nous horner a examiner de plus pres les 
cas ou f(x) = R~~-~' et celui ou f(x) est uue fonction entiere. 

47. ETuDE DE L'APPaoxrMATION oEs FoNcTroNs -
1

- e ETc., nANs 
H1 -x' ' 

r,'rNTERVALLE (- 1, + 1 ). - 1 o Soil d'abord 

1 1 X xn 
f(x) = -- = - + - + ... + -- + ... 

Hi - x Ri Hr R~-H 

Nous aurons d'abord une limite inferieure de L,1 (/) par )'application de 
l'inegalite (iH his). 

Ainsi, 

en posant, comme il est convenu, 

F ((/. A ) = 1 a • ~ a (a + 1 l . ~ (~ + 1) ... 
. ' t-'' y, X + 1 . y X + 2! y ( y + 1) a;2 + 

D'autre part, en appliquant l'inegalite ( 4 7bis), 

L ( 1 ) 4 { ,(n+2 n+3 1_\ ( ~ \ (n+3 n+4 1_\ 
n Hi-x < (2Ri)n+2 ( F -2-·~· n+2, Ri)+ 2RJF ~· _2_, n+3'Ri)+ 

+ - F --, --, n + 4 - +... . ( 
1 J2 (n + 4 n + 5 1 ) ~ 

2R ~ 2 ' Ri 
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Or, il est aise de voir que 

(
n+k n+k+1 k 1) 

F -2-' 2 ' n + ' Rr 1 
-------------- > -, 
F(n+k+f, n+k+2, k 1 __!__) 2 

2 2 n + + ' Ri 

puisque le (p + 1 )ol· terme du numerateur et du denominateur sont 
respeetivement 

( 1l + k + p) ... ( 11 + k + 2p) 1 ·--· p! (2R~,)2P 

et 

(n+k+p+fl ... (n+k+2p) 1 ·--, 
p! (2R~,)2P 

et ont done pour rapport 

(n+k+p) 1 
----::--~ > .~. 

(n + k + 2p) 2 

Done finalement 

Ainsi, on a 

l 
2 1 (n+2 n+3 1) ( 1 ) 

(2H~,)n+i . R~, . F -2-, -2-' n + 2' Rr < Ln H~,- x < 

2 1 (n+2 n+3 t) 
< (2Ri)1t+i. R~,-1. F ~· -2-, n+2, RI . 

On remarquera que le rapport entre les bornes dans J'inegalite (o3bis) 
tend vers 1, lorsque Rt eroit indefiniment. 

ToME IV. - SciENCES. fO 
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2° En reprenant. l'inegalite generale 

(53) Pn < Ln[f(x)] < Pn + Pn-H + ···, 

on voit que 

si 

lim. Ln[f(x)] == i, 
n=oo Pn 

I. Pn-H + Pn+2 + · · · _ O 
llll. - . 

n=ao Pn 

Cette circonst.ance se present.era assez souvent pour les fonctions entieres. 
Ainsi, si le developpement de 

est tel que 

011. a 

lim. Ln[f(x)] = 1. 
n=oo Pn 

En effet, dans ces conditions, on a 

n+4 
1 an+z + ~ an+4 + · · · 

I. Pn-H )" 0 1m.- = - nn. = . 
n="' Pn 2 n=oo n + 3 

an+! + -- an+a + · · · 22 

Soit, par exemple, f(x) =iT. On trouve immediatement 

lim. Ln[e"']. 2n. (n + 1)! = 1. 
n=oc 

Considerons un autre cas general. 
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_,. 
I ,) 

Si parmi les coefficients de f( x) it y en a uue infinite an+ 1 qui jouissent 
des proprietes que 

et que, quelque soil k > 0, 

lim. an+zk-H.. (n + 2k + 1) ... (n_±_k + 2) = O, 
n=oo an+! k! 

lim. On+ZJt+z • ~~-t 2k + 2) ... (n + k + 3) = O, 
n=oo On-H. k! 

ou aura 

pour les valeurs considerees de n. 

En effet, Ia condition 

. an+z!t+i (n + 2k + 1) ... (n + k + ~) 
lim.--· 

1 
=0 

n=oo an-H. k. 

a pour consequence 

Done, pour n suffisamment grand, 

et, en remarquant que 
2" 

lim. Pn+Jt = 0, 
n=oo an-H. 

on a finalement 

lim. 2n. Ln[(/(x)] = 1. 
n="" 1 an-H. ! 
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Soit, par exemple, f(x) =sin x. On aura 

lim. 22m. (2m+ 1)! L2m (sin x) =lim. 221n. (2m+ 1)! L2m-i(sin x) = 1. 
n~=oo m=oo 

De meme, 

lim. 221n-ti. (2m + 2)! L2m (cos x) =lim. -zzn•-H (2m+ 2)! L21n-ti (cos x) = L 
m=oo m=oo 

CHAPITRE V. 

Le theoreme de Weierstrass et ses glmeralisations. 

48. APPLICATION DE L'INEGALITE II x /- P211 (.x:) I < 7t(2n
2+1r - II est 

bien connu aujourd'hui que le theoreme general de Weierstrass sur 
!'approximation indefinie des fonctions continues par des polynomes est une 
consequence immediate de Ia possibilite d'une telle approximation pour I X I· 
fJ est egalement facile d'obtenir ainsi des indications assez precises sur 
l'ordre de !'approximation de plusieurs classes de fonctions. Nous allons 
nous horner a examiner deux classes de fonctions, en appliquant Jes 
formules d'interpolation rectiligne que j'ai donnees autrefois (*). 

So it /( x) une fonction continue quelconque sur le segment 01, el so it 
fn(x) Ia fonction definissant l'ordonnee de Ia ligne brisee ayant pour sommet 
les points de Ia courbe .1:1 = /( x), ou x = ~ ( k = 0, 1, ... n ). Cette ligne 
brisee a pour equation 

Y=fn(X)= L Alt x-- +A+Bx, lt=n-i I k I 
lt=i n 

(*) Sur /'interpolation, BuLLETIN DE LA SociETE MATHEMATIQUR DE FRANCE, 1905. Ces 
formules ont deja ete utilisees dans le meme but par M. Potron: Sur une {ormule generate 
d'interpolation, IBm., 1806. 
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ou 

A~t=2 { -n- +f -n- -2{ n , (k=1, ... n-·1) l 
n [ (k + 1) (k- 1) (k)] 

(S4) h~[r(oJ+nr(" n 1)-(n-t)((t)} B~~~G)-r(o)+((t)-f(" n 1)} 

Si l'on remplace j x- ~ j par son polynome appr·oche de degre 2p, on 
obtient un poly nome approche f,,, 2P de /,, ( x) qui donne manifestement 

2 lt-f 
/ fn(X)- fn.2p(X) I < 1t(2p + 1) ~ I Alt I· 

49. EXAM EN DE DEUX CAS PARTICULIERS. - Premier cas. La fonction /(X) 
admet une derivee a variation bornee (sur le segment Oi ). 

Soit M Ia variation totale de (' (x) et N le maximum dr I/' (x) I· On 
aura evidemment I f'(x)- (,,(x) I<~ et, en vertu de (a4) et (54"i'), 

1 lt=n-f I (k + 6 ) (k - 1 + 6 ) I M 
lfn(X)-fn,2p(x)l<1t(2p+l) ~ {' 7 -{' n It-t <7t(2p+1)' 

oil 

Done 
2N M 

I f(x) -f~.~P(x) I <- + (2 + 1·)-; n 7t p 

en faisant croitre n indefiniment, on voit qu'il existe un polynome P2P (x) 
de degre 2p qui dans l'intervalle 01 donne {'approximation 

(oo) 
M 

I f(x)- P2p(x) I < 1t(2p + 1) 

Ce resultat est equivalent a celui de M. de Ia Vallee Poussin ("'). 

(*) Sur la convergence des {ormules d'interpolation entre ordonnees equidistantes, BuLLETIN 

DE L'ACAOEMIE DES SCIENCES DE BELGIQUE, 1908. 
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Deuxieme cas. - La fonction f( x) satisfait a Ia condition de Dini­
Lipschitz : 

lim. [l'(x +h)- f(x)]. log h = 0. 
lt=O 

Soil 

on aura evidemment 

(I) 2"1.. -

I f(x)- fn(x) I < 
1 

11 
; 

ogn 

d'aulre part, 

En pos<mt u2 = 2JJ + 1, il vient par consequent 

(u6) 
2"1.. (~) 

( ·I) n I f(x)- fn.zp (x) I < 2 + ~ · log 2p + 1 · 

A (D tendant vers 0, on a done 

lim. I f(x)-fn.zp(x) [log(2p + 1) = 0. 
p=oo 

Ce resultat, comme nous I'avons indique au § 22, est du a M. Lebesgue. 
Remarquons d'ailleurs que dans l'inegalite (~6) A G) lendra vers 0 pour 

une infinite de valeurs de n, si Ia fonctiou f(x) satisfait a une condition 
de Dini-Lipschitz generalisee au sens du § 22. 

50. PREMIERE GENERALISATION DU THEOREME DE WEIERSTRASS. - Le 
systeme de fonctions xC(o, XC(1 , ••• xC(n, .•• , o/t a,1 croit indefiniment avec n, est 
complet sur le segment 01, si 

lim.~=O. 
n=oo n log 7l 

On dit qu'un systeme de fonctions est complet dans un certain intervalle, 
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si on peut representer une fonction continue quelconque dans cet inter­
valle au moyen d'une suite limitee de ces fonctions avec une erreur aussi 
petite que l'on veut. Ceci pose, iJ su ffira de prou ver qu 'on peut repre­
senter x'', ou p est un entier donne quelconque, avec une erreur aussi 
petite que I' on veut au moyen d'une somme de Ia forme APxa.p + ... + A

11
xcxn, 

en ayant recours seulement aux cx111 superieurs a p. A fortiori, if sutlira de 
prouver que x peut ~tre repr·esente avec une approximation aussi petite que 
l'on veut an moyen de Ia somme A xa.p -p+t + ... +A x-xn-P+t Or d'apres p II • ) 

Je theoreme (36 ), Ia meilleure approximation de x au moyen d'une telle 
somme est plus petite que Ia meilleure approximation au moyen d'une somme 
de puissances x~n, ou {3P > ex,,- p + 1, ... {3 11 > a11 - p + L 

Posons, en particulier, 

~i = (i- p + 1) y .log(n -p + 1) >a;, (i=p,p+1, ... u) 

en nous reservant de determiner plus loin le nombre r, et remarquons que 
les nombres f3i forment une progression arithmetique. Mais !'approximation 
de x au moyen de Ia suite b1.1:k + b2x

2
k + · · · + b,:x:sk dans l'intervalle 01 est 

i 

naturellement Ia m~me que celle de xli au moyen b1x + b-2x2 + · · · + b.x·~ 
dans Je m~me intervalle qui est de J'ordre de ~, com me on peut le recon-

sli 

naitre par des considerations analogues a celles des chapitres precedents et 
que nous verifierons d'ailleurs par une methode differente dans Je chapitre 
suivant. Acluellement, on a k = r. log ( n -p + 1) et .. ~ = n- p + 1. 
Done !'approximation cherchee sera au plus de J'ordre de 

1 1 
------z-- = 2 = e 1 ' 

(n _ p + 1)" tog(n-pHJ e"'~ 

et elle tendra vers 0, si J'on peut faire r aussi petit que l'on veut. Nous 

pouvons prendre regal a Ia plus grande des valeurs de (i-p+i)I~~(n-p+1J' 
pour (; = p, p + 1, ... n ). Mais, p etant donne, on peut fa ire n assez grand 
pour que toutes ces valeurs soient inferieures a e, e etant un nombre aussi 
petit que l'on veut donne d'avance : on determinera d'ahord un nombre N 
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assez grand pour qu'on ait (n-p+ill~;(n-p+il < e, des que n > N; et 
rnsuite on choisira n de Ia sorte que 

(/.· 

Iog(n-p+1)>c • t), (i=p,p+1, ... ,N). 
t-p+ E 

Le theoreme est done demontre. II est evident que l'intervalle Of peut 
etre remplace par un intervalle quelconque AB (0 <A< B). 

51. SECONDE GENERALISATION DU THEOB EME DE WEIERSTRASS. - Le 
systeme de fonctions XIX1 , XIX\ .•. xiXn, ..• est complet dan.fl l'intervalle 01, 
s'il existe deux nomiJres H et K (H > K > 0 ), tels qu'il y a une iufinite 
de nombres an compris entre H et K. 

Ainsi, d'apres ce theoreme, !'ensemble de fonctions 

xVx,x!Yx,xVx, ... 

serait complet dans l'intervalle 01. 
La demonstration s'appuie encore sur une propositiOn anfllogue au 

theoreme (36) et qui resulte d'un raisonnement identique a celui par 
lequel ce dernier theoreme a ete etabl i. Voici cette proposition : La meitlertre 
approximation de xP au moyen d'une suite de puissances xiX1 , XIX\ .•. x~Xn est 
plus petite que sa meilleure approximation au moyen de x~1 , x~~, .. x~n, si 

p > a, > {3i > 0. 
D'autre part, rappelons et transformons l'une des inegalites (o2his) 

L' ( m) _1_ [2m(2m-1) ... (2m-k+2) ... 2 J _ C 
m-11. X < 22m-! (k _ 1)! + + m + 1 - . 

On a d'abord, en posant m - k = S, 

1 
C = 22?IH [ls-ti + ls+2 + • • · + lm-1 + 1m], 

ou 
Ie = 2m ... ( m + l

1 

+ 1) = Io m ( m - 1 ) ... ( m - l + 1). 
(m-l). (m+1) ... (m+l) 
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Done, 

m ( m - 1) ... ( m - l + 1) • [ ( 1 ) ( 1 )] 
Jogh=log10 +Iog (m+t) ... (m+l) =loglo+ log 1-;n -log 1+;n + 

+ ... +[log (1- l m 1) -log (1 + l m 1)]-

( 
l) 2 4 2 (l- 1) l [2 [2 [2 

-log 1 + - < log 10 -- -- - • • ·- -- + - = log 10 - - + - · 
m m m m m 2m2 m 2m2 

D'ou 

Mais, pour m > 1, l > 0, on a 

En effet, cette inegalite est equivalente a 

qu'on peut ffi(lltre sous Ia forme 

u' ---u -u -c;t 

{(u)=2e 2 -e < e . 

si l'on pose 
1 

1l = _, a.=-· 
m 4m 

1 II s'agit done de prouver cette derniere inegalite, lorsque a< 8 et 
1 > u > 4a. Or, il est aise de voir que 

Par consequent, Ia plus grande valeur de f(u) sera f(1) = 2e-i-e-1 

ou bien f( 4a) = 2e 8a~-4-x -- e-4a; rna is chacune de ces valeurs est infe-
. " . I 1 rJCnre .. e-a, s1, com me on e suppose, a < 8 · 

ToME IV. - ScrENCES. 11 
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Ainsi, 

1 [ (t-iY L•J S' -~ 1
1 
< 

2 
1

0 
e--m-+ e-m < 10 e m dz. 

!-i 

Done, 

car 
Io Vm = L 3 ... (2m - 1) . Vm < _1_. 

22m 2 . 4 ... 2m J/n 

Par consequent, Ia meilleure approximation de xm par un polynome de 
degre s sur le segment 01 satisfait a l'inegaJite 

(o7) 

Cette approximation tend done vers 0, si ~ croit indefiniment (*). vm i 2 

Cela etant, conside1·ons I' ensemble de puissances x•, x•, ... X:· Je dis que, 
quel que so it p > 1, on peut prendre s assez grand, pour que l'approxima­
tion de xP au moyen de cette suite soit aussi petite que l'on veut dans 
l'intervalle 01. En effet, cette approximation est Ia meme que celJe de :xf11 
au moyen d'un polynome de degre s, s'annuJiant a l'origine, c'est-a-dire 
inferieure a 

(*) Le calcul que nous venous de faire conduit au resultat suivant, relatif au calcul des 
probabilites : si la probabilite d'un evbzement A est egal !, et que le nombre d'ea::periences est 

2 -
egal a 2m ( m > 1 ), la probabilite de l'inegalite i m - m" I < z V m, ou m1 est le nombre 
d'apparition de t'evenement, est superieure ii la {onction de Laplace 

<P \Z; = --= e dt, 2 sz -t' 
V'lt 

0 

qu'elle a, comme il est bien connu, pour limite, pour m = oo. 
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Or, nous pouvons, sans restreindre Ia generalile, supposer K = 1, de sorte 
qu'en posant (.3i = ~ oH a it toujours a., > (.31 • La demonstration s'acheve alors 
immediatement, grace a Ia proposition indiquee plus haut. 

11 est evident que le theoreme subsiste, si l'intervalle est remplace 01 
par un intervalle quelconque AB de I' axe des X positifs; on verifiera meme 
sans difficulte que si Je segment AB n'a pas l'origine pour extremite, les 
nombres H et K de l'enonce n'ont pas besoin d'etre positifs. 

51 his. CONDITION NECESSAIRE POUR QUE L'ENSEMBLE DES FUNCTIONS Xat, 

x~Zt, ... xan, • • • FORME UN SYSTE!UE COMPLET. - Nous avons recherche 
jusqu'ici des conditions sutfisantes pour que le systeme de puissances 
xat, xa.t-, ... xan, ... soil complet sur un segment de I' axe positif. 

Nous allons demontrer a present que la condition necessaire pour que le 
sy:~teme de fonctions X"1, x·l\ ..• xan, •.. soit complet sur le segment 01 
(pour fixer les idees) est, qu'il soit impossible de former une suite de 
nombres 11ositi(s ot, d'2 , ••• o" • .•. , telle que les series f d'n et ~ e-an8n conver-

t i 

gent simttltanement. 
En effet, si le systeme est complet, on pourra choisir n assez grand pour 

qu'on ait sur Ie segment 01, 

k elant nombre positif donne, et ~i,!l! f.3n = 0. Done, en posant y =X ( 1 + d',, ), 

on aura aussi 

sur le segment ( 0, 1 + o,J et a fortiori sur le segment ( 01 ). En rem­
pla~ant y par x dans cette derniere inegalite, apres I'avoir multiplie par 
( 1 + on)a.n, on obtient 

en retrauchant de Ia premiere inegalite on trouve ainsi 
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ou 
(1 +·o )a." + 1 

I 
It + + o' Cl.n-l 1 < (.1 n . X • • • Hn_1X t-'n • 

(1 + Ont'"-lt- f 
On en conclut que 

ou 

Done, finalement 

Done f3n ne saurait tendre vers 0, si chacun des produits du second 
membre eta it convergent, ou, ce qui revient au meme, si les series 1: "m et 
L 1 etaient convergentes toutes les deux. Mais Ia premiere de ces 

(1 +om)"m 
series est celle de l'enonce et Ia seconde converge en meme temps que Ia 
seconde serie de l'enonce 1:e-a.,.a,.. 

CoROLLAIRE. - Le systeme Xa.', Xa.2, ••• xa.n, .•• ne peut etre complet, Sl 

on a, quel que soit n (n > n1), 

CJ. > 11 (log 11)2+; 
n == ' ou Cl.n > n (log n)2 (Jog log uy+<, etc., 

E tfaU{ 'Utl tlOmbre pOSitif qu,e{conque. 
En effet, si on a, par exemple, an > n (log n )2+e, on posera 

1 
On= ' 2n (Jog n)i+' 

de sorte que Ia serie 1,; O'n convergera; mais alors Ia serie 

serait egalement convergente. 
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TROlSIEME PARTIE 

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS CONTINUES EN SERIES 

DE POLYNOMES TRIGONOMETRIOUES. 

CHAPJTRE VI. 

Etude de !'approximation fournie par des suites limitees 
de Fourier ou de polynomes trigonometriques. 

85 

52 LES SERIES TRIGONOMI~TRIQUES ET LES SERIES DE POLYNOMES TRIGO­

NOMETRIQUES. - Soit f(x) une fonction continue dans l'intervalle 
(- 1, + ~1 ). En posant x = cost, on a /( x) = p ( t) qui est une fonction 
periodique de peri ode 2TC et paire de t. La fonction cp ( t) aura done com me 
serie de Fourier 

A0 + Al. cos t + · • · + An cos nt + · · ·, 
oti 

(o8) 
~ 

1'"" 1fHt(x).dx 
A11 =- j cp(t)dt=-

7t 7t V1-x2 
0 -i 

I A 2 s":- () d 2 s-Hf(x). Tn(x).dx 
.un = - cp 1 cos nt t = - , 

7t 7t V1-x2 
0 -i 

ou T n (X) = cos n arcos X; ce developpement est identiquement ega I a 

(o9) 

...... 
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qui est le developpement en serie de polynomes trigonometriques de Ia 
fonction don nee 1 ( x ). L'etude de Ia convergence de cette derniere serie ou 
bien de Ia valeur du reste qu'on obtient en prenant un nombre limite de ses 
termes se ramene done toujours a !'etude correspondante de Ia serie trigo­
nometrique de {(cost)= p(t). Le polynome 

Pn(x) = A0 + A1 T1 (x) +···+An Tn(x), 

qu'on obtient en rejetant les lermes de degre superieur a n dans le deve­
loppement ( a9 ), jouira manifestement de Ia propriete de rendre minimum 
l'inlegrale 

"+1 dx 
8~ = j [f(x)- Pn(x)]2 __ , 

V1-x2 
-i 

et J'on a 

Done 
r+l dx 

L~ lf'(x)] t __ = 1t L~[f(x)] > o~. 
"' V1-x2 
-i 

D'ou 
' 

(53bis) VA~+!+ A~+Z + · ·· + < Ln[/{x)J < I An+!! + /A,*/ + · ·· 
En se reportant au § 44, on voit que An+-t --:- Pu; les inegalites (53 his) 

sont done a rapprocher aux inegalites ( a3) : Ia borne inferieure que nous 
trouvons ici est plus precise que celle que nous avons obtenue anterieurement. 
Ces inegalites seront utiles pour !'elude de Ia meilleure approximation des 
fonclions analytiques ( § 4 7 ), rna is elles seront, en general, insuffisantes pour 
les fonctions non analytiques. 

53. THEOREME. - Si An (f) est ['approximation fournie par le developpe­
ment en serie de polynomes trigonometriques limite au terme de degre n, 
on a 

k 
Ln(f) > log (n + 1) An(!), 

k etaut une constante determinee; on a une inegalite analogue, si Ln (f) 
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desi'gne Ia meilleure approximation au moyen d'tme suite trigonometriqufl 
quelconque d' ordre n, An (f) etant l' approximation fournie pm· la serie 
limitee de Fourier de me me ordre. 

Ce theoreme est une consequence de Ia proposition suivante due a 
M. Lebesgue () : Si Pn est une suite trigonometrique d,ordre n telle que 
If- Pn I < o, on a 1U!cessairement I fn - Pn I < kirJ log (" + 1 ), fn etant la 
suite limitee de Fourier de f du meme ordre et k, ttne cons tan te deter­
minee (**). En effet, on conclut de Ia que, si I f- 'fn I < d', done 
1 f- (,I < d'[ 1 + k1 log ( n + 1) ], ce qui prouve l,exaclilude du theoreme, 
moyennant Ia remarque du paragraphe precedent. 

54. APPLICATION A LA FONCTION I xI· - Cherchons le developpement 
de I xI suivant les polynomes trigonometriques. 

D,apres les formules ( n8), les coefficients de ce developpemeot sont 

2 (,. 
Ap =- ' I cost I cosptdt, 

'1t" 
0 

1 S"" 2 A0 = - I cos t I dt = - ; 
'1t '1t 

0 

si p est impair, on a evidemment AP = 0; si p est pair, il vienl 

,. ~ 

y (2 2 s2 
Ap = - ' cos t cos ptdt = - [cos (p + 1) t + cos (p - 1) tl dt = 

7t.., 7t 
n o 

Done 

(*) Surles integrales singulieres, ANNALES DE TouLOUSE, 3me serie, t. I, 1909, p. H8. 
(**) Pour le calcul de Ia constante k, voir le memoire cite de M. Lebesgue et aussi celui 

de M. Fejer : Lebeguesche Konstanten Will divergente Fourierreihe, JouRNAL FUR REINE UND 

ANGEWANDTE MATHEMATIK, t. CXXXVIII, 1~110. 
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Par consequent, 

l A2n i X I = ~ [ 1 + ·l + .. ·] = 
11: 4(n + 1)2 -1 4(n + 2)2 -1 

2[ 1 1 1 1 J 2 
, = ; 2n + 1 - 2n + 3 + 2n + 3 - 2n + 5 + · · · = 1t (2n + 1) 

(6·) 

Ce developpement si simple de 1 xI fournit, je crois, Ia plus petite 
approximation de I x 1 obtenue jusqu'a present. On voit que le theoreme (a3) 
permettrait d'affirmer que Ia meilleure approximation possible L2n est 

superieure a 7t (n + 1)~:g (n + 1)' et conduirait done a nne conclusion a peu pres 
equivalente a celle du § 39. 

55. REllfARQUE. - M. Lebesgue (toe. cit.), qui avait obtenu une inegalite 
equivalente a l'inegalite (a6) du § 49, en a deduit, grace a sa proposition 
que nons avons indiquee au § a3, Ia convergence des series de Fourier 
satisfaisant a une condition de Dini- Lipschitz. Cette conclusion subsiste 
manifestement pour les developpements en serie de polynomes trigonome­
triques. Mais, en tenant compte de Ia remarque faite a Ia fin du § 49, nons 
pouvons en conclure que, si c'est la condition generalisee de Diui-Lipschitz 
qui est satisfaite, les developpements considerb; groupes convenablement 
deviennent egaletnent unifornu}ment convergents. 

56. TH.EOREME. - Si une fonction satisfait a une condition de .Lipschitz 
de degre a< 1, les polynomes de deg1"e n, qu'on obtient en appliquant le 
procede de sommatiou de M. Fejer au developpement en serie de polynomes 
tr~qonometriques, fournissent une approximation de l'ordre de : .. au plus; 
dans le cas de a = 1, celle approximation est au plus de l'ordre de lo!n. 

Remat•quons d'abord que si f( x) satisfait a une condition de Lipschitz de 
degre a, il en est de me me de p ( o) = f( cos o); il no us suffira done de 
demontrer Ia proposition equivalente relative a Ia serie de Fourier. 

Or, on sait (*) que, 

O"n = llo + al. cos e + bl. sin e + ... + bn sin ne 

(*) LEBESGUE, Ler;ons sur les series trigonometriques, p. 94. 
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etant une suite de Fejcr d'ordre u J'elative a Ia fonction cp (e), on a 

.r 

1 S2(sin nt)z Rn = rfn- rp =- -.- [rp(6 + 21) + rp(6- 21)- 2rp(6)] df. 
n1t Sin I 

0 

Par hypothese, 
I rp(6 + 2t)- rp(6) I < Mt", 

M etant un nomhre fixe. 
Done 

2M ff(sin nt)z 2M [ f~ sf t~ J I Rn I <- -.- · t"dt <- n2 t'"dt + -.- dt 
ll7t sm t 1m sm2 t 

0 0 i 
n 

<- --+-·--' 2M [ 1 1t2 1 J 
7tll" 1 + a 4 1 - a 

si a< 1 . Dr me me, si a= 1 , on a 

i 7r 

2M [ rn s2 t J M [1 J I Rn I < - 112 1dt + -. - dl < - - + log 2n . 
U7t ~ sm2 t n 1t 

C. Q. F. D. 

0 i 
n 

67. REMARQUES. ·- Cette proposition (*) ainsi que celles qui vont suivre 
completent les resultats du chapit1·e II; ainsi, d'apn\s le theoreme ( H> ), on 
sail que si !'approximation d'une fonction par un polynome de degre n peut 
( quel que soil 1l) etre faile inferieure a n" (lo;n)l+O Ia fonction satisfait a une 
condition de Lipschitz de degre a; au contraire, no us venons de voir que 
si ceUe approximation ne peut atleindl'e l'ordre ~' Ia fonction ne satisfait 
certainement pas a une condition de Lipschitz de degre a. 

Comme nous l'avons deja remarque au § 19, il y aura pom·tant des cas 
exception nels ( ainsi, lorsque Ia meilleure approximation est de l'ordre 
n<>:l~gn), ou, en general, on ne pourra pas conclure de l'ordre de Ia meilleure 
approximation, si une condition de Lipschitz d'un degr·e determine a existe 
ou non. Mais on pourra, dans tous les cas, fixer le nombre a tel que des 

(*) Comparez avec les resultats rlu memoire de 1\f. Jackson cite au debut. 

ToME TV. - SciENCEs. 12 
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conditions de Lipschitz de degres inferieurs a a existent et superieurs 
a a n'existent pas. 

Une autre remarque a faire est relative a Ia difference essentielle, 
constatee egalement dans Ia premiere partie, entre l'iufluence des bords et 
des points interieurs de l'intervalle sur Ia meilleure approximation par des 
polynomes de degre donne. 

La nature de cette difference, que nous n'allons pas etudier ici en detail, 
est bien mise en evidence par l'exemple de Ia fonction I X ,a, dont Ia 
meilleure approximation est, d'apres le paragraphe precedent, de l'ordre 
de : .. (au plus) sur le segment (- 1, + 1 ). Or, cetle fonction etant paire, 
on en conclut, en posant y = x"l., qu'on aura Ia meme approximation pour Ia 
fonction .1J~ sur le segment Of. On se rend compte par cet exemple qu'il 
arrivera, en general, que Ia meme singularite qui, lorsqu'elle se rencontre 
en un point interieur, augmente Ia meilleure approximation jusqu'a e11 , 

n'augmentera cette approximation que jusqu'a l'ordre e~, si elle se trouve au 
bord. 

68. TmtoatME. - Si la derivee f' (x) de f(x) satisfait a une condition 
de Li'pschitz de degre a, la serie de polynomes trigonometriques de f (X) 
arretee au terme de degt·e n fournit une approximation d'ordre ~~~~ au 
plus; si Ia derivee e.flt seulement boruee, cetle approximation est de l'ordt·e 
de 10! n au plus. 

D'apres le § ll2, et en remarquant que cp' (8) = - f' (x). sin 8 (si on 
pose p(8) = /(cos8) ), nous pouvons nous horner a demontrer Ia propriete 
correspondante du reste de Ia serie de Fourier de Ia fonction perio­
dique p ( 8), dont Ia derivee jouit des proprietes indiquees dans l'enonce. On 
a (*), en designant par Sn Ia suite limitee de Fouriet· d'ordre n de Ia 
fonction p(e), 

7r 

1 52 sin (2n + 1) t 
Rn = Sn- ([) =- . [rp(& + 2t) + rp(&- 2t)- 2:p(&)] dt. 

I 7t SID t 
0 

(*) LEBESGUE, Le{;Ons sur les series trigonometriques, p. 56. Voyez aussi LEBESGUE, Sur la 
representation trigonometrique approchte des {onctio11s satisfaisant a une condition de 
Lipschitz, BuLLETIN DE LA Socu~rt MATHEMATIQUE DE FRANCE, t. XXXVIII. 
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Posons 
cp(& + 2t) + rp(6- 2t)- 2rp(O) = ·" t 

sin t 'f () 

et cherchons une limite superieure du mod.ule de 

I= ~(t + o) + 4(t- o)- 2~(t). 

On aut·a 

1 
_ f co + 2e + 2o) + cp (6 - 2t - 2o) - f co + 2t)- f (6 - 2t) + 
- sin (t + o) 

f (6 + 2e - 2o) + f co - 21 + 2o) - f ca + 2t) - f co - 2t) 
+ sin (t-o) + 

+ [pea+ 21) + rp(&- 2t)- 2rp(&)] [sin c/+ o) +sin(:- o)- si! e] = 

2& 
. " . [((;'co+ 21 + 2o')-rp' (&- 21 -2o") -rp'(& + 2t-2ot) + rp'(O- 21 + 2o2)J + 

sm(t+o) • 

+ 2o[si~(:+o)- sin (:-oJ [rp'(& +2t-2ot)-rp'(&-2t + 2o2)] + 

+ [rp(O + 21) + cp(&- 2t)- 2rp(O)J [sin(/+ o) +sin (t
1
- o)- si~ tl 

ou 

Par consequent, en supposant ~ > t > 2cl', on a, en admettant que 

I r.p
1
(6)-r.p1(6t) I < M 
(6- 6t)" ' 

, [8noal\'I 4an2 t"o .M 4"n3t1+"6. MJ 
I I I < 0 t - b + (t - 0)2 + (t - &)3 < 

MoH" [ J k MoH" < 
1 

_ 
0 

811: + 4n2 + 16n3 = ~ _ 
0 

• 

De meme, en admettant seulement que I cp' (e) I < ~I, on a 
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D'autre part (en prenaut n impair, pour fixer les idees), on a 

J s(2n-tilf ( ) 1 s;r ( t ) 
Rn = (2n + 1) 7t sin t . o/ 2n ~ 1 di = ('2n +-1); sin t . 4 2n + 1 dt + 

0 0 

1 
sint -- dt- sint -- -- -2 -- dt-1 r2

7J" ( t ) S3

" [ (t-'lt) (t+'lt) ( t )J + 27t(2n+1) ' ~ · ~ 2n+ I · ~ 2n+1 +~ 2n+1 o/ 2n+1 
~ 2T 

- rs~nt. [~(~) + o/(~)-2o/(-1 
)]dt- .. ·-J 2n + 1 ~n + 1 2n + 1 

47!" 

Done dans le premier cas, 

et dans Je second cas, 

I Rn I < kM log n. 
11 

C. Q. F. D. 

59. THEOREM E. - Si une fonction f ( x) ad met une derivee d' ordre p 
satis(aisant a une condition de lipschitz de degre a., son developpement en 
serie de polynomes trigonometriques arrete au terme de degre ll fournit une 
approximation A .. (f)< ~~o!"'n; si la derivee d'ordre p est seulement bornee, 
on a A" (f) < k 

10~ 11
; si la derivee d' ordre p est a variation bornee, on a 

k n 
An (f) < nP, k tlfant une constante. 

Remarquons d'abord que, si l") ( x) satisfait a une des trois conditions 
indiquees, Ia derivee perne de ((cos e) par rapport a 8 jouira de Ia m~me 
propriete. II suffira done de demontrer Jes inegalites correspondantes 
relatives aux series de Fourier des fonctions periodiques. D'apres ce qui 
precede, eiJes sont deja demon trees dans le cas de p = 0, p = 1; Ia troisieme 
des inegalites resulte d'ailleurs, quel que soit p, de Ia remar<Jue que les 
coefficients An el Bn de Fourier sont dans ce cas inferieurs en valeur 
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absolue a n'PkH· Attribuons maintenant a p une valeur entiere quelconque. 
Soit, par exemple, p impair, p = 2p. + 1. Si 

on aura 

et, d'apres le theoreme (:>8); 

! Rn I = I (n + 1)11
-J. [An-H cos (n + 1) 6 + Bn-H sin (n + 1) 6] + 

klogn + (n + 2)"-i [An+2 cos (n + 2) 6 + lln+2 sin (n + 2) 6] + · · · I < ni+« ' 

si p(Pl(o) satisfait a une condition de Lipschitz de degre «; et I Rn I< ki:gn, si 
cp(Pl( e) est seulement bornee. 

Par consequent, en vertu du Iemme d'Abel, 

I Pn / = I An+i cos ( n + 1) 6 + Bn+i sin (n + 1) 6 + An+2 cos ( n + 2) 6 + 
I Rn l klogn + Bn+2 sin (11 + 2) 6 + .. · + / < ( 1 )"-f < -+-

ll + n" .x 

dans le premier cas, et 

dans le second cas. 

k Iogn 
/pn/ <--,-

It 

C. Q. F. D. 

GO. RtciPROQUE DU THEOREME (23 ). - Si une fouction f( x) ad met 
des derivees hormJes de tous les ordres sur le segment (- 1, + 1 ), on a 

lim. An({). n" = 0, 
n=IX> 

quel que soit le nomhre donne p. 
C'est une consequence immediate de Ia proposition precedente. 

REMARQUE. - La serie de polynomes trigonometriques converge dans ce 
cas uniformement ainsi que toutes les series obtenues par differentiation 
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terme a terme. On a Ia, par consequent, nne representation des fonctions 
indetlnirnent derivables qui, au point de vue pratique, presente quelque 
avantage sur le developpement propose par M. Borel (*) dans sa these. 

Demontrons encore le theoreme suivant qui contient Ia reciproque do 
theoreme (24 ). 

61. THEOREME. - Si f (X) es_t une fonction holornorphe a l'interieur de 
t' ellipse E ayant pour foyers les points ( -- i, + 1 ) et R pour sornme 
des detni-axes, on a 

M etant lB module maximum de f sur /'ellipse. 
En effet, on a 

oil 
f sz,-

J\n = ~ {(cos 6) cos n6d6, 
0 

et, en posant ei6 = z, on a 

1 s (z2 + 1) zn + z-n A=-{--· ·dZ 
n '2ni 2z z ' 

c 

l'integrale etant prise le long de Ia circonference C de rayon 1. 
Mais, par hypothese, f(.x·) est holomorphe ~ l'interieur de l'ellipse E. 

Or, x decrit !'ellipse E, lorsque z parcourt le cercle de rayon R ou bien 
celui de rayon ~ ayant le centre a l'origine, car 

1 ( '1) 1 [( . 1) . ( 1) . J X = 2 Z + z = 2 I + y COS rp + t Y- )· Sill cp , 

en posant z = rei'P. Done, t("'i;,1
) est holomorphe entre ces deux cercles, 

(*) Ler,ons sur les {one/ions de variables 1'eelles, p. 68. 
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que nous pouvons ainsi substituer a volonte au cercle C pour le calcul 
de A11 • Par consequent, 

(61) 

D'ou on tire immediatement le resultat annonce. 

62. APPLICATIONs. - 1° Si Ia (onction f(x) adrnet une derivee bonzee 
qw· possede seulement des points de di:~continuite de premiere espece (*) 
dans le voisi11age desquels cette derivee satis(ait a une condition de 
Lipschitz, la meilleure approximation de f ( x) est de l' ordre ~ · 

En effet, soit x0 Je point de discontinuite de Ia derivee, ou (' (x0 + o)=M, 
f' (x0 - o) = N. On pourra alors poser/( x) ==~(M --- N) I x -x0 I + cp(x), 
Ia derivee p' (:.t·) satisfaisant a une condition de Lipschitz dans un certain 
intervalle entourant x0 • 

Par consequent, dans ce petit intervalle, Ja meilleure appl'oximation de p 

sera inferieure a k~~!:, et puisque celle de I x--.z0 I est de l'ordre de~' J'ordre 
de L'n (f) dans Je m~me intervalle sera egalement ~· Mais il est evident que 
)'approximation dans tout J'intervalle ne peut pas etre plus petite que dans 
une de ses parties; elle sera done necessairement de l'ordre de ~' car on 

k n 
peut meltre f ( x) = f B" I x -·- x" I + ~ ( x) so us Ia forme d'une somme 
d'un nombre limite de termes dont chacun est susceptible dans tout l'inter­
valle d'une approximation de eel ordre. 

2° Si la partie reelle d'uue fonction lwlomorphe a t'interieur d'un 
cercle C satis(ait a une condition de LtjJschitz de degrc a sur la circon­
(erence, la partie imagiuaire satis(ait nicessairement a ttne condition de 
Lipschitz de degre a1 , qztel que soit a1 < a, sm· La merne circon(erence. 

Soit, pour fixer Jes idees, 1 le rayon du cercle. Soit 

ro 

p (9) = L Ap cos pa + Bp sin pa 
0 

Ia partie reelle sur Ia circonference C. 

n LEBESGUE, Le{:OIIS sur les series trigonometriques' p. 1. 
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On aura, d'apres ce qui precede, 

I 
"' . I k logn I Rn (6) I = #_ Ap COS p6 + Bp Sill p6 < ~' 

el. separement 

I 
"' I k logn L Bpsinp6 < --,.-· 

n-H n 

Done, en vertu du Iemme d' Abel, 

~ -- cos p6 < __ , I 
Ap I k log n 

~ p nH"' I 
"' BP . I k log n #_ p sm p6 < nH" , 

d'ou on tire Ia conclusion voulue en appliquant les resullats du chapitre II. 
En tenant compte du theoreme i 7, on voit m~me que 

I 
"' I 22+" k log n LAp sin p6 < a ' 

n-H (22 - 1) . n"' 

mais on ne peut pas conclure de Ia que Ia partie imaginaire satisfait a une 
condition de Lipschitz de degre cx 1 =ex, une telle conclusion d'ailleurs serait 
inexacte, en general. 

On demontrera a l'aide des memes considerations que si Ia serie 
~ A11 cos nx n'est pas bornee, il en sera de m~me de 
n 

00 

L An (log n y+• sin 11X, L An log n. (log log n)H• sin nx, etc. 
n n 

II en resultera, en particulier, que les series telles que 

~(I • sin 71X 
kl ogn) --• 

n 

ne peuvent pas etre bornees. 

sinnx L (log log n)'-­
n 
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CHAPITRE VII. 

D~monstration de quelques proprietes generales des fonctions 
de deux variables reelles. 

97 

63. REtiARQUES PRELI.MINAIRES. - Le lien tres etroit que nous avons 
reconnu entre les proprietes differentieJJes d'une fonction et l'ordre de sa 
meilleure approximation par des polynomes de degres donnes permet 
d'etablir certaines proprietes des derivees partielles des fonctions de 
plusieurs variables qu'il ne serait pas facile, il me semble, de demontrer 
directement. Nous nous bornerons, pour fixer les idees, aux fonctions de 
deux variables. 

On sait bien, et l'exemple simple de Ia fonction z = x2~Y~ (pour 
x = y = 0) en est Ia preuve, qu'une fonction de deux variables peut ~tre 
analytique (holomorphe) par rapport a chacune d'elles dans une a ire don nee 
sans meme etre continue par rapport a leur ensemble. Dans ce qui va suivre, 
nons allons preciser Ia nature de Ia fonction par rapport a chacune des 
variables pour en deduire des proprietes precises de Ia fonction par rapport 
aux deux variables. 

Faisons d'abord une rrmarque tre!' simple relative aux fonctions 
periodiques. Soit 

00 00 

f(x,y) = L L Lapq cos px cos qy+ hpq ens px sin qy + Cpq sin px cos qy + dvq sin px sin qy l 
P=O q=() 

un developpement trigonometrique absolument et uniformement convergent. 
Convenons d'appeler module generalise de f( x, y) Ia somme 

~ 00 00 

{(x, Y) = L L [I avq I + I bvq l + I Cpq I + I dvq IJ 
L___j p=() q=<J 

qui pourra etre finie ou infinie. Ceci pose, il est facile de verifier Ia 
remarque suivante : 

Si f(x, y) admet une derivee partielle d'ordre k par rapport a x, et une 
derivee partielle d'ordre k par rapport a y, et que celles-ci ont des modules 

ToME rv. -- SciENcEs. 15 
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generalises finis inferieurs a ~1, toutes les derivees parlielles d'ordre k 
de f(.r, y) existeronl, seront finies et continues et auront des modules 
generalises inferieurs a 2\1. 

En effet, par hypothese, 

et 

si Ia serie 

b I ·r · II · ·r 3"•+"•1 converge a so ument et um ormement, e e represente mam.estement cx"•'a-IJ"• • 

Mais, si kt + k:2 = k, on a certainement pk + qk > pktqk", puisque 
(Dk2 + Oft > 1 ; il en resulte que 

(62) C.Q. F. D. 

64. TuE:on.f:ME. - Si dans une certaine aire S la (onction f(x, y) 
(periodique ou 1l010 admet tme derivee partielte :; d'ordre I par rapport a X 

et une derivee partielle :; d'ordre I par rappm·t a y, telles que, quel quP 
soient x, y dans l'aire cousideref!, la premiere satis(ait a une condition de 
Lipschitz de degre «par rapport a x; et la seconde satis(ait a une condition 
de Lipschitz de degre 1% par t·appm·t a y : toutes les derivees partielles 
de f ( x, y) d' ordre I existeront dans ces conditions dans une aire quelconque S' 
entierement interieure aS, et satis(eront par rapport aux deux variable,r; a 
des conditions de Lipschitz de degre «n quel que soit a 1 < «. 

Supposons d'abord Ia fonction (( x, y) periodique de periode 2n par 
rapport a ehacune des variables et s un carre donl les cotes ont 2n pour 
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longueur. Dans ces condilion~, on pourra former le dcveloppement de 
Four·ier 

ou 

i; i; [npq cos IJX Ct•S qy + bvq cos px sin qy + rvq sin px cos qy + rlpq sin px sin qy], 
p=O q=O 

1 S+,..S+;t' 
11pq = 7t

2 
{(x, y) cos px cos '!Ydxdy, etc. 

-T -'1!' 

Ou aura ainsi 

]J=nq=n 

Sn = L L [('pq cos px cos IJY + · · · + dpq sin /IX sin qy] ~ 
p=O q==!J 

= _!_ 5252 
sin (2~t + 1)t. sin (2~t +·I) G 

7t2 Sill t SIII G 
u 0 

. [{(x + 2t, y + <;!G) + {(x- 21, !I + 29) + {(x + 2t, y- :G) + {(x- 2t, y- -:!0)] did G. 

Dom: 

R = S _ (x ) = _!_ 5252 
sin (2n + 1) t. sin (2n + 1)6 

n n f ,y 2 • t · G 
1t Sill Sill 

0 0 

.j [f(x + 2t,y + 26) + f(x-"Jt,y + -:!G)-2/(x,y +~G)]+ 

+ [{(x + ~t, y- 29) + {(x- ';!t, y- ~G) - ".!.f(x, y- 2G)] + 

+ 2 [f(x, y + 29) + {(:r, y- ~G)- 2f(x, .'J)] I dtdO. 

Or, rhacune des intt~grales lelles que 

,.. 
1 sz sin (~n + 1) t 

Pn = - . - [f(x + 2t, y + 26) + {(x - 21, y + ~G)- '::f(x, y + ~0)] dt 
7t Sill t 

0 

t I 'J I • , (~g) · r' · , klogn es , en ver u u 1 1eoreme t} , 1111erreure :1 nz+;; • 

Par consequeur, 
,.. ,.. 

1

1 \2 sin (2n + l)G ( I k log 11 S2 1 sin (':?.n + 1)0 I - · Pn d 1 < -- dO 
7t ,. Sill 9 ul+o:. 1t Sill 0 

0 0 

ki log2 n 
< . , nl+o: 

r 
l 
1 
! 

I 
l 
! 
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Done 

(63) 

k2 etant une constante determinee. II suffira a present d'ecrire f sous forme 
d'une serie simple 

(64) 

pour en tirer Ia conclusion voulue au moyen de Ia remarque ( 18) du 
chapitre II. Avant de passer au cas des fonctions non periodiques, nous 
pouvons remarquer que pour les fonctions periodiques nous n'avons pas dti 
intr·oduire d'aire S' interieure au carre des periodes S, Ia conclusion est 
vraie pour le earn~ en tier; il en sera, peut-etre, de meme dans le cas 
general, mais nous n'allons pas approfondir ici cette question, nous bornant 
a demontrer le theoreme tel qu'il est enonce. 

Nous pouvons, par hypothese, entourer un point quelconque M de l'aire S' 
par un carre de dimensions determinees non exterieur a S, et par 
consequent, sans restreindre Ia generalite, on peut reduire l'aire S a un 
Carre ayant pour cotes les droites X = ± 1 et y = ± 1. En posant 
ensuite x =cos u, y =cos v, on a f(x, y) ={(cos u, cos v) = p(u, v), Ia 
fonction p ( u, v) etant periodique et satisfaisant aux conditions de I' en once 
dans Je carre des periodes. D'apres ce qui vient d'etre demontt·e, toutes les 
derivees 3~:~vz.' (l1 + /2 , = l) existeront et satisferont a des conditions de 
Lipschitz de degre a1 < a. Or 

les coefficients Aik etant bornes a l'interieur d'une aire quelconque S' 
entierement interieure au carre S; le theoreme se trouve ainsi demontre. 

65. APPLICATION. - Si z satisfait dans une certaiue regionS aux deux 
equations: 
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f et p ayant des derivees partielles bonuJes de tous les ordres pour toutes 
tes valeur.~ reeltes borii(Je.~ de.~ variables, si on admet de plut~ que les derivees 
partielte ~:~~~ et ~~:~~ existent dans [a region s, oit la premiere satisfait a tme 
condition de Lipschitz par rapport a x, et la sewnde a une conditiou de 
Lipschitz par rapport a y de degres aussi petits qu'on 1.•eut, la fonction z 
aura des derivee1 bornees de tous les ordres dans toute region S' entierement 
interieure a S. 

En effet, d'apres le theoreme precedent, toutes Jes derivees d'ordre (k- 1) 
satisferont a une condition de Lipschitz, il en sera done de meme de ~:~ et 
8
"': et par consequent aussi de toutes les derivees d'ordre k. En differentiant 

<ly~ 

ensuile Ia premiere des equations par rapport a z et Ia seconde par rapport 
a y, on constate I' existence des derivees d'ordre k + 1, ~:::~ el ~;::~ 
satisfaisant egalement a une condition de Lip~chitz; et en continuant ainsi 
de proche en proche on arrive aux derivees d'un ordre determine quel­
conque qui satisferont dans une region S' a une condition de Lipschitz et 
a fortiori devront etre bornees. 

66. TutoREME. - Si dans uue certaine region S, f ( x, y ), consideree 
comme fonction de x seul, ou de y seul, admet des derivees bornees de tous 
les ordres par rapport il chacune des variables prise isolement, elle admet 
egafemenl daus la meme region des derivees partie/tes bornees de IOUS [es 
ordres par rapport aux deux variables ensemble. 

II suffira d'examiner le cas ou S est le carre forme par les droites 
x = ± '1, y = ± 1. On pourra alors utiliser l'egalite ( 64 ), en y rempla{:ant 
les fonctions trigonometriques par les polynomes trigonometriques, et on 
pourra ainsi, grace a l'inegalite ( 63 ), appliquer le theoreme (23) pour 
obtenir Ia conclusion annoncee. 

67. THEOREl\IE. - Soit f(x, y) une fonction de deuz variables reelles 
(x, y) determinee a t'interieur du Carre C forme par les droites X = ± 1, 
y = ± 1. Si, que[ que soit x0 (- 1 < x0 < 1 ), f( x0 , y) consideree comrne 
fonction de y est analytique et son module reste inferieur a M a l'interieur 
de fellipse E ( du plan de la variable complexe y) ayant (- 1, + l) pour 
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foyers et R pour somme des demi-axes; et si de meme, quel que soit 
y0(- 1 >Yo> 1 ), f( x, y0) consider(·e com me fonction de x est anatytique 
el son module reste inferieur ct M a t'interieur de fellipse E.1 ( du plan de 
la variable complexe x) oyant (- 1, + 1) pour foyers et R pour somme 
des demi-axes : dans ces conditions, f ( x, y) est analytique par rapport aux 
deux variables x, y euscmble et son module reste iuferieur a (f~M).)!' lorsque 
x et y tleviennent complexes et se trouvent en meme temps Ia premiere dans 
l'ellipse e1 homofocale a E1 et ayanl p1 pour somme des demi-axes, Ia seconde 
dans /'ellipse t lwmof'ocale a E et ayant p pour somme des demi-axes, si 
P~t = ).2 < L 

En etiet, on a 
YJ 'lJ 

(6n) ((x, y) = L L apq'I'p(x). Tq(y), 
p={) q={) 

avec , ~,.s7T 

rpq = ;z j ((cos u, cos v) cos pu, cos qv dudv, 
-if' -11'" 

sip > 0, q > O, et des expr·essions analogues pour au"' apu. Oonc a cause 
de l'inegalite ( 61 ), on a 

2.\'1 s1f 4M I apq I < 1> I cus IJV I dv < -, 
r.u.P l)_P 

-7{' 

et de meme en chaugeant l'ordre des iutegrations 

4M 
I Opq I<-. l)_P 

Par consequent, si x eLy se lrouvent respedivement dans les ellipses ei 

et e, le module du terme general de Ia serie ( 6a) sera, en vertu de 
l'inegalite (9 ), inferieur a 

quels que soil les nomLres positifs ~, (3, qu'on determiuera par !'equation 
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Ainsi le terrne general aura son module inferieur a 4~nr+". Done Ia sornme 
des modules des termes de Ia serie f(x, y) sera inferienre a 

REMARQUE. - II est evident que dans l'enonce precedent les segments 
(- 1, + 1) des axes rep)s dans le plan de chacunP- des variables com­
plexes peuvenl eire remplaces par des segments quelconques de longueur 2h 
de ces plans, les ellipses corrPspondantes ayant tonjours les extremites des 
segments pour foyers, seulernent on aura J.2 = ~~~. 
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