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Das Werk gibt in systematischem Aufbau die von Tschebyscheff begriindete Theorie
der Wachstumseigenschaften der reellen Funktionen. Das erste Kapitel behandelt Ex-
tremaleigenschaften von Polynomen in einem endlichen reellen Gebiet, Grundlegend ist
der Begriff der T'schebyscheffschen Funktionen: Die Polynome ¢g(x), p1(z),. .., pn(z)
bilden ein solches System, wenn

Fn(l') = a0<p0(a;) + al(pl(x) T+t an@n(x) =0 (CL(), <oy 0n 7£ 0707 SR 70)

in dem vorliegenden Gebiet hochstens n Wurzeln zulafit. Es wird nun die Anndherung
beliebiger beschrinkter Funktionen durch Ausdriicke wie das obige Fj,(z) untersucht.
Verf. erhalt eine grofle Zahl von Einzelergebnissen iiber Minimalfunktionen gewisser
Funktionsklassen, z. B. aller Polynome mit teilweise vorgegebenen Nullstellen usw.
Die Behandlung der Minimalfunktionen unter allen Funktionen P(x)f(x), wo P(x) ein
Polynom, f(z) eine beliebige Funktion, zeigt bereits die Anwendbarkeit der Methode
auf transzendente Probleme. Den Schlufl des Kapitels bilden Beziehungen zwischen dem
Wachstum einer Funktion und ihren Ableitungen.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit dem Verlaufe reeller Funktionen auf der ganzen

P
reellen Achse. Zunéchst werden einige Ausdriicke der Gestalt % (P(x),Q(x) Poly-
T

nome) betrachtet. Weiterhin untersucht Verf. zum Studium einer Funktion f(z) den

Ausdruck i) (@)
. x)— P(x

Ey@)[f ()] = Min T o)

Darin ist P(z) ein beliebiges Polynom und ¢(z) eine willkiirliche Funktion. Man umgeht
so die Schwierigkeit, die sich daraus ergibt, dafl Polynomfolgen auf der ganzen Achse
nicht gleichméBig konvergieren. Ist ¢(z) vom Geschlecht p > 0, so ist, vorausgesetzt,

dafl lim M = 0, stets
z—+o0 o(7)

(z beliebig reell).

Im folgenden werden Funktionen durch rationale Funktionen approximiert. Hieriiber
gelten u. a. die Satze: Notwendig und hinreichend dafiir, daf} eine reelle analytische
(gewissen einschriankenden Bedingungen unterworfene) Funktion durch eine gleichméfig
konvergente Reihe rationaler Briiche mit gegebenen Polen «y + i) dargestellt werden

kann, ist die Divergenz von ) %@ — Ferner: Hat f(x) die Eigenschaft, daf es zu
& T Pk
P P
jedem £ > 0 ein (2) mit |f(z) — ﬁ' < ¢ auf der ganzen reellen Achse gibt, und
Q(x) Q(z)

| Br|
2

gilt fiir die Nullstellen oy, £ i) der Q(z), dal —
g+ Pi

beschrankt ist, dann ist f(z)
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meromorph und hat keine andern Pole als die oy + i3;. Weitere Sétze betreffen ganze
Funktionen im Reellen, besonders solche vom Geschlecht 0 oder 1. Manche Satze zeigen

w .
gewisse Analogien zu denen der komplexen Funktionentheorie. Z. B. sei f(x) = > a;2”,
i=0

f(z) nicht konstant. Ist limn \/|a,| = 0, so kann f(x) auf der reellen Achse nicht
beschrinkt sein. Ist limn y/|a,| = L, so ist |f’(z)| £ const. L (z beliebig reell).

Ist lmne | lap| =L (0>1),
so gilt
If'(z)] < |z]2 0% (p— 1) “F (L +¢€)? const (e — 0 mit |z| — o).

Interessant ist auch der Satz, dafl eine auf der reellen Achse gleichméflig konvergente
Folge ganzer Funktionen gegen eine ganze Grenzfunktion strebt.

Das dritte Kapitel ist dem Studium der Approximation von Funktionen mit Singu-
laritdten gewidmet und zerfallt in zahlreiche Einzelbetrachtungen. — Im Anhang entwirft
Verf. eine Funktionentheorie, in der die analytischen Funktionen durch Approximation-

0 .
seigenschaften definiert sind. In einer zweiten Note wird bewiesen: Ist f(z) = > co;2?
i=0

vom Geschlechte Null, so ist > 3/ca; konvergent. (IV 4.)
i=0
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