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BERNSTEIN = POLYNOME, 1912 - 1955

Eberhard L. Stark
Lehrstuhl A fir Mathematik
RWTH

Aachen

This paper may be considered as a first attempt in writing down the story of
the Bernstein polynomials. It is based more on the bibliographical background
than on the trace of the mathematical development. The latter, due to the
lack of space, 1s postponed to another occasion. It leads from the original
paper (1912) of S.N. BERNSTEIN to the natural caesura as given by the book
(1953) of G.G. LORENTZ. Finally, the suprisingly large quantity of contri-
butions to the subject is indicated by the additional pages of the bibliog-
raphy ending in 1955.

In Dutzenden von Biichern liber Approximationstheorie, Numerik, Analysis,
etc. und mehreren hundert Zeitschriftenartikeln wird die mit Recht so ge-
riihmte Arbeit [1] von S.N. BERNSTEIN (1880 - 1968) mit dem elementaren wahr-—
scheinlichkeitstheoretischen Bewels des Approximationssatzes von
K. WEIERSTRASS zitiert: entscheidendes Hilfsmittel sind die auf der Bino-

mial — (Bernoulli —) Verteilung beruhenden "Bernstein —Polynome"

B. {f:x) ==
: k

Il b~

f(%)(i:) xk(l—x)n-k (n €EN; £€c[o,1]).
)
Erstaunt wird man jedoch feststellen miissen, daf die bibliographischen An-
gaben sowohl beziiglich der Zeitschrift selbst als auch beziiglich des Er-
scheinungsjahres stark variieren. Die Erklirung ist darin zu finden, daB die
meisten der Autoren diese nur zwei Seiten umfassende Originalarbeit nie in
den Hinden gehabt haben! Dies wird klar, wenn man die ungeahnten Schwierig-
keiten bei der Beschaffung der Zeitschrift oder einer Kopie der Arbeit in
Betracht zieht. Exemplare zumindest dieses unter zweisprachigem Titel er-—

schienenen Bandes der
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gerhalb dert ydSSR und selbst dort — nur noch 1n wenigen ypq ,
gicfeen = = in. a-
vermuteten gipliotheken vorhanden S€
zu un
: ffen sind BERNSTEINs '"Ges
wesentlich cinfacher 2ZU bescha : , dmmelte Weryen
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A: ; o i M - s=
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l » -
' ' risch : :
wisse Wiederholungén ~ zu finden. (Die provisorische englische TE1lausgam
¢+ lediglich die Ubersetzungen der inp

[A3] der Gesammelten Werke enthdl
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- auf die Originalveréffentlichungen_verwie
Sen!)

[A2] wie auch in den BERNSTEIy

russischer Sprach
Ironie!
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beiten wird = welch'
Die bibliographischen Datil

idmeten Jubiléumsartikeln etc.
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ommen: so wird [1] unter 1912, dem tat-
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scheinungsjahr des ersten Heftes,
hrift redaktionell unter der Jahreszahl 1913 registrier
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sichlichen Er No 1, aufgefihrt, obwohl der
Band 13 dieser Zeiltsc

ist (s. obiges Zitat).

Die Verwirrung wird noch dadurch vergroBert, daR wieder zahlreiche
Autore 2 1
| n bzgl. des erstmaligen Auftretens der Bernstein — Polynome auf die
im wesentlichen inhaltsgleichen Arbeiten [A1] bzw. [2], auch aus dem Jahre
1912, verwel ¢ -
e weisen (letztere wird in [A2,I , p. 567] unter Nr. 43 zeitlich vor

unter Nr,. 1 :
S, Nr. 46 eingeordnet). Seiner Dissertation [2 ] fiigt BERNSTEIN
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in June of 1911." [A2,I, p. 12, footnote 23;A3, p. 3/4] < Festzustellen ist

jedoch, daR die Bernstein — Polynome in [A1] liberhaupt nicht auftreten, ‘
TG |

sondern gerade im Appendix zu Kapitel V unter der Uberschrift "Expansion

of arbitrary functions in normal series" [A2, I, P.79-84; A3, p. 68 - 73] S

diesem Problemkreis ist dann auch die ausfiihrlichere Darstellung in [3 ] ge—

widmet. AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daf die in [1] bzw. [2] mittels

der Bernstein —Polynome gefiihrten Beweise des WeierstraB - Satzes erheblich

voneinander abweichen - was aus vielen Zitaten auch nicht hervorgeht!

Nach diesem Versuch, die "Entstehungsgeschichte" der Bernstein-Polynome

zu rekonstruleren, sollen daran anknilipfend die Anfidnge ihrer HuBerst inter-

essanten "Ausbreitungsgeschichte" verfolgt werden. Vor allem beabsichtigt

ist auch, eine, cum grano salis, mdglichst liickenlose Bibliographie der

Bernstein —Polynome bis zum Jahre 1955 einschlieBlich zusammenzustellen.
(DaR zahlreiche, insbesondere russische Publikationen trotz aller Bemiihungen

nicht beschaffbar waren, sondern nur durch Referate, Zitate, etc. als

existent nachgewiesen werden konnten, diirfte in der Natur der Sache liegen.

Allerdings erhebt sich dabei die Frage, worin der Wert von z.B. nach 1945

erschienenen Arbeiten zu sehen ist, die nicht allgemein zugdnglich sind ?)

Die Bibliographie nach 1955 (vorerst) abzubrechen, wird durch mehrere
Grinde gerechtfertigt. Das Erscheinen der Monographie "Bernstein Polynomials"
[90] von G.G. LORENTZ (siehe dazu auch den Jubiliumsband [A14]) im Jahre 1953

3)

- und deren Auswirkungen ab 1955 - stellt eine natiirliche Zisur dar. '’ -

2 .
) Auf dem Titelblatt zu [A1]: "Mémoire couronné par la Classe des sciences,

dans sa seance du 15 décembre 1911." bzw. aus dem Inhaltsverzeichnis"...,
médaille d'or en 1911." - Die 6ffentliche Verteidigung der Doktor - Dis-

sertation erfolgte in Har'kov am 19. Mai 1913 siehe den aus diesem An-
laB von BERNSTEIN gehaltenen Vortrag [A2, p.209-—214;A3, p. 109-114].

: P vii] "This contribution attempts

Der erste Satz der Einleitung zu [90,
to give an exhaustive exposition of main facts about the Bernste1n polyn-

omials and to discuss some of their applications in Analysis.', mag ange-

sichts der Fiille des heute zu verzeichnenden Materials als zu weitgesteckt

erscheinen (so werden z.B. [36],[54],[58],[80] vermiBt); jedoch waren

offenkundig die Intentionen dieses so verdienstvollen Buches andere - auf
neuere Entwicklungen, auch abstrakter Art, hinfiihrende - als Vollstdndig-

keit der Literatur.
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m, .m m n-m
A F(EJ Cn x (1-x%) ;
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welche in der Wahrscheinlichkeitsrechnung auftreten
3
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[F(x) ~E_| < ¢ ."
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Landau - Stieltjes und de La Vallée Poussin !); zu bemerken ist allerdi
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daB dieses besagte Zitat in einer eigenen Abhandlung [3] mit BERNSTEIN gl’
- L4 a s
Autor auftritt, die als Anhang dem Band [4] beigegeben wurde: " Serg
. - w e

Bernstein ouvre des voies nouvelles, en substituant certaines Sénics de

pofynomes au developpement taylorien. ... je fais pressentir 1a valeur des
idées de M.S. Bernstein, en résumant quelques pages de sa thése" [4,p. vil.
Festzustellen ist auch, daB [4] den Bernstein -Polynomen zu keiner durch-
greifenden Verbreitugg verhalf: Hinweise auf [4] sind lediglich im Lehrbuch
(1925) von W. SIERPINSKI [10,p. 228] sowie bei I. CHLODOVSKY [13] (hier
wiederum der einzige Verweis auf [10]) und im FdM - Referat iiber die Arbeit
[26] von A, WUNDHEILER durch BERNSTEIN selbst (die Ergebnisse in [26] seien

in [3] enthalten !) zu finden.

Es ist dann eine lange (kriegsbedingte ?) Pause zu verzeichnen. Erst
1921 wird in der beriihmten Arbeit von F. HAUSDORFF [7, p. 104] beilzufig,
unter Hinzufiigung eines knappen Beweises, auf [1] verwiesen. Es folgt [8].
Die ndchste, duBerst exponierte Erwihnung des Bernsteinschen Satzes findet
sich in dem 1924 herausgegebenen Heft [9] iiber - in moderner Terminologie -
"Approximationstheorie" der "Encyklopddie der mathematischen Wissenschaft".
Der Bearbeiter der deutschen Ausgabe, A. ROSENTHAL, verweist - nach eilner
Aufzihlung von rund zwei Dutzend Beweisen des WeierstraB — Satzes in elner
FuBnote [9, p. 1148] auf die BERNSTEINsche Arbeit: "937), Es sel noch er-
wihnt, daB S. Bernstein, Communications Soc. math. de Kharkow (2) 13
(1912/13), p. 1/2, einen Beweis von Satz l.mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits—

*
rechnung erbracht hat. — ... "; [2] wird nicht erwéZhnt. Der Zusammenhang des

BERNSTEINschen Verfahrens mit der Interpolationsformel von E. BOREL (1905) -

fir £€C[0,1] lassen sich stets Polynome P L) konstruieren, so daf

- u=v u . . - e -
= e 1t bei gleichmiRiger Konverg
f(x) =1 e zu=o f(v) Pu,v(x) gi g

wieder mit einer zusitzlichen FuBnote [9, p. 1155] gewiirdigt:

enz — wird

962 a) ,

S. Bernsted 937), Hier ein ganz besonders einfacher Ausdruck fir Pu’v(x),
namlich
. *11
) T 1 v-u
" Pu,v(x) () (
Bﬁghsgiéﬁ?diaggg Jerk blieb bzgl. der Bernstein — Polynome (jedenfalls, was
g ende Zitate in anderen Quellen anbelangt) ohne (die gebiihrende)
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