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Axiom II, Fiir zwei beliebige Elenenteqyl,yz gibt
es zwei andere 15,y4 derart, dass yz > ¥1,¥3 > Y2;
¥4 < V10 Y4 < A [wir achreiben Y5> ¥y, venn entwe-
der  ygz > yq, oder ygz =y, gilt/. |

Bine Menge E <Y heisst nach oben beschrinkt und
Yo - ihre obere Grenze, wenn fir alle y e E gilt
Y < Yo+ Analog wird die untere Grenze einer Menge defi-
niert. ' |

Es ist, unter Benutzung des Axjoms II, leicht zu
zeigen, dass Jede endllcba Menge nach oben und nach un-
ten beschrinkt ist,

Gibt es unter allen oberen Grenzen einer nach oben f
beschrankten Menge E eine kleinste /sie dst dann affcn~
bar eindeutig definiert/ so heisst sie das Supremum
Kenge E, sup E = s%gty. Analag wird dau quia@n der -
Menge E inf E als die grosste ihrer umteren Grenzen |

~ /wenn es eine solche gibt/ erklirt.,

Axiom III, Fiir jede nach oben heschriﬁkto Menge E
existiert das Supremum sup E, |

Satz I, Fiir jede nach unten beschrinkte Menge E
existiert das Infimums~ infE ¥,



. B~ S ‘ ik

?33335.} Wir betracbten die lenge :1 aller untoron
Grenzen von E. Diese Henge mt naeh oben durch jodcsf
'Eleuent Yy von ] ’baachrankt uad bat naeh 11 ein Supro-
mum oy, = aup El. Diosea Yo ilt oi’fenbar das Infimum
vbn B, I ‘ :
Ist eine lengo B mch ebon /unton/ nicht buchrinkt
‘so sehrelbpn wir snp B = + oo o bawy inf B = - 0o,
+ @ und - oo sollen dabei als ideale Elemsnte
betrachtet werden mit ; Co. < B ¢ < +°°fﬂr allo Y& Y
Diese Elenente werden nur dann oingefﬁbrt, wenn es 1n
‘;7 kemon grassten /kloimten/ Elonnt gibt. "_'
" Bs gelten folgende leicht bowelaaba.re Beziehungon.

va/. sup I > inf E

imed” “c/ I&% y} 51‘% fﬁl‘# g
yaezz.‘ 80 ist sup El < int l

d[; Fir = Z By gilt.

" sup E = sup f\aup !}E i,iaf E '; inf {inf a?g

e/ Iat yz < y; ﬂir aln }e._,, 80 ist RSy

™~
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‘ Ilr fﬁhren jctzt dan,eheren und don antorea Gronz¢;

o

\Qin‘nnd liuf felgondornaason?z

ﬁihf‘ | ,;.,,: ;‘,? 7ffgg‘f7\f f*fafh'*; " R <t

‘rf’a' ’nﬁl"" ) %’

!all.n sie suainlon nnd ist y 1hr goneinsa-cr'”

Iort, 80 nonnen tix aie ?olge  ;!§ g kenvcrgont, und]

| ’o den ergnswo:t vén :33£f 11' Ia - Jo SOANCAE

B gntm gt e N e e
| a/‘ Eine konstantegtglgn % n} yﬁ '\j§“>ﬂv1q§ ‘
konvergent lit deu ‘ ”Gronzvart ;15§57375'T5”““' 

R :;.S 5o lst TWy <THYG
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“II“‘yn ifiif“y k 1 ’nk liu ’n v

N e K ea " oo
und unsere Bobanptnng ist bevlosen. L
Im Bauue Y werden wir noch eine andere Art von
 Konvorgenz einfﬁhren, Dio ?elg: {Fnﬁ hoisst [id-kanver-
gent gegen fﬂf . o
] | yn—avyl*/, 1ia \n-y(xf |
' wenn es 0 jeder Teiltolge %;nk§_oine andere {’n£1§ .

gibt, fﬁr wolche iat 11- Jn -y, |
/ o kl e ~ : - o
Dor naun Y wird dnreh die A/ Kenvcrgtaz zu einom

Raum’ ven Typus "ﬁ%7 von Alexandreftuﬁryseﬁ
-Es gllt namlich folgondes.‘.~",, A I
B A TR ] folgt n y/*l iﬂki
ome H&terfolge volﬁxn/} | D o
3 ; Iat yn——>y B niet{t erfﬁnt..se aihk o8 eine.
| aolcho Hnterfelge gyh x d&sa fﬁr keine 1hrc Ieiifnlgu
%yn X awe Bedingung Yoy 7 yWortullt sty
Einps Beweises ‘bedarf nur 3° Eittc o8 koinc sol-
| cho Unterfolge %ynkg gegeben, 80 vﬁrﬁcn wir y =3 Eﬁl
haben, cntgagon der Veraussetzungi“f o
 Ist oy, @Y ﬁ!], 2>y fﬁy, 80 telgt aus den De-
finition der’ }k?-xanvergcnz, dass anch uy>y /xl, wo |
ay ‘eine ?elga int, die ana versehxodonon .Elewenten
dor beiden ersten ip belishiger ‘Reihenfolge besteht,
Bze—A%l-Keavarguaz%k;nn augh auf eine andere Art
efngefﬁbr% werden, Wir uacben/y zna topologischen
Bau-e, inden wir olne Konga ! <~Y ahgeschlossen nens

».2/ Vgl K.Kuratewski, TGPGIOgie, I S 76‘



‘nen, wenn alle Limes ibrer knnvergentan Enterfolgen wie~
der der Menge E angehéren. Diese Topalogie induziert
eine topclagische’Konvergtnz. 'yn vkonverg1ort gegen
y, wenn jede éfiéng Uﬁg@bgﬁg vpﬁ y fast ailgiyn ent~
halt. | : L
Sfff ?i Bie eben deflnlerta topologlscse Konver=~
Es sei zuerst yn~;»y M. Ist nicht y, >y topole-
gisch, so gibt es eine Bngebung U von y, die kein Ele~
leﬁ%¥§%§tiumten Bnterfalge {yn g' enthalt, Fir die abe
geschlossene Menge y-u, haben wir y27 - U, $ay 4
%%AKC:Y—~U , also kann keine Unterfolge von ’nk gegen Y .
konvergieren, was uns erer Veraussetzung A K
widerspricht , |
" Bs seil jetzt yn‘~>'y topolog1ach. Wir beweisen {
dle Unnégliehkeit damn, daas ynwnigbtg: sgen Y /*’"" o
konverggert. Man kann y'aéry voraussetzen. Es gibt
- eine Folge % k}“ deren kaine Enterfelgo i’n % gegen

'y konvergmrt, Hat die Folge iyn X ﬁberhaupt keine
,_konvorgenten Unterf@lgpn, 8o bildet sie ‘eine abgesch-
~ logsene Menge, die -y nicht enthilt, was einen Wider-
sprucb wit - der- Annahme bedcntﬁt. Hat aber diese Folgor
konvergente UnterfOIan, 80 sai ynk1>>z /zsé "yl

- Die ﬂenge'ﬁynha (g) ist ahgeschloessen und enthilt
nicht y - das ist aber nicht mdglich
Wir fdhren noch veitero Axiome ein,
Axiom IV, Fir jede Henge fg“c:y gibt es eine

...-b-u-un-pmo
£

~--n—»-ﬁnm-una.uﬁtuatnvm-qu

3/. vgl, ¥ Hausdorff, Goatnfte napne, Fund,Math.25, _
v 7 Ba 436-502, 1nsbés. satz IV



vQ 7 -

P

A

ahzahlbare Teilnenge E CE derart, gug 4/
- sup. B =gup E inf 2’ inf B

Axiom Va, sup {i%,lnf/yz,ysz] - 1n:[?bupﬁy1.yzl,

b W - -

| . sup (;1: YS)
ﬁi”',‘_’”*_ 8up (y, naf i klﬁ)’ inf %HP ”k)}

see '1’ 6oe
inf ( 8U )- su nf k5§
yﬁ p i{g:ﬁ Kplg Qct:'
wenn inf Vi bzw. sup y ondlich aind. ; ’ | B
Arsen Yo 's) imf ) - g o ’x R
inf B =
| i e ] ““P ] g v
wenn alle . %nf LTS bzw, sup endlich: lind. Das

Inflnuu Joaw, Supromunl in diesen Peruelﬁ rochts |
wird auf alle !engan {yj%,‘XGGL eratreckt, fhr welehe
bes dyuem TSR gy er Menge By angehbil

~ Aus Va folgt'a7s ~'””§”ﬁa§’,egar Ve fir
endliche =, Eyx 533 Vb folgt Tads

deht Ve ffir ond«
lxcho ‘, abzihlbari E} . Iat Va é;fﬁllt, so nennen
wir den Raus. ¥ distr i%utix, iu Fallo Yb nennen wir
ihn stark distrzbutlvs i';" Nt

Wir geben 3etzt elnigo Bninpi.lo von halbgeard-

neten Riuuen an; E@rt wo 13 sieh um nﬁnlo von Hengen

A . .
uotnb-q-ou--wcﬂoanbuﬁ.n## : T ) :

Z;!/, Das- Axiom ist auch dtnn erfillt, wenn es zwei

| abzahlbaro Teilmengen 4 N 13 ‘ven E gibt wit omp
SupE'= sup B, inf E* = inf n.
8/s Vgl. 3,84 Gre, lee.cit. iy ,[{\ | |
6/ Im leiteren wird 1nuor angogpben, welches von

CN

don Axionon v als gﬁltig'varansgesetzt wird‘



e e s e e e e (R

bandelt. aoll y1<:yg mear kodouien* ’1‘:’3’ tborv

Ecinpiol 1, Bcr !&nn'allor Bntcra.ngen y oiner

lh%i‘-guu-

fasten Henge A; Bann sind die Axiame I II III or-

fﬁllt IV iu Allgenainan nieht. Da. hior das snpre-~,
mum - dio Iegisth 5uuuc,Aﬂas Infinuu - doa Burch-“
‘schnitt der Hongun hadeétct, 80 18t unter den Dist-
ribntivitataa:iﬂncn segar daa st&rksto Ve orfﬁlft i
: Beisgiol 23 Ber Rann &llar kanvexen ﬂntcruongea

&ar Geraden /é h.dlo Ionge aller effonsn, hﬂlboffo~
nen und ibgosahluasencn Intcrvallcf. L o
' Dile Axiqpe IhIY sind arfﬁlltg Iafi.nl is% der:

Burchsehnitt !uyrenun - dia kanvexc HElle dar Snu» |

ne. Bagogen ist 7a’nieht riehtig. 1at :;3.

ae virt

o 8“? [’1’inf /’3; ,1' /ea 1]: 13! [“P f’l

| Iyl el 0 T
| Beispiel 3; Dor Raum ¥ besteht aus alien

: ﬂﬂﬂ‘!‘-ﬂ-*#ﬂnﬁ

-messbar@n Untsruongcn des Intervalls I - /6 1/, Da- -

bei ‘sollen alIe aqniv&lentan Hongxn‘ldsntifﬁtiert

CA

werden. ],‘,\»*. u \ »~; ;;
™ Die Axioaerl II alnd erfﬁIIt; snpro,um oder

Infimum einar endlichen cd&r ;Ezihlharqn leago is%

) die ‘Suame odcr der Burchscbnitt. Bas Axlon II1 ist
| aucb arfﬁntz o8 ael B *{ g ?e...... @ine belio-» ,
“bige ﬁenge der f#caente y}‘€;¥¢,;;;¢f»- *

Wir betrachten alIe endliehek Sﬁnken (?pbcliov“_

» blge ganze Zah9
Bt g !} :§

\poa
/

¥
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r«'

; ﬂo sei der ebere Gronze van ihrou Kass. Dann kann »T
_ man eine solche waghsenéo !ﬁagp zlc?zatz...c:z T
- ,diossr Suu‘m angohea, dass : :

11 o8 -
n ,..;!m . 5n .6

also noa z = ‘a' wo 3z = 31 ¥ 32 * Jea + sn ;..‘ u
Eun enthalt z alle_yz & Bonn»sanst vﬁrde o8 ain
Y. e gabon nit Ies /y 43 ﬂaalae‘nes [y + 2z f>"5“
N fﬁr grasa'a a, was der Betiniticn mn B . ‘
| ﬁl1dersprieht. '&r hahen alse z - sup ! |
IV ist &ucﬁ uithewlesen, denn sotzt nan
. ‘- Y},vrsk" Y;z uE"' "‘} ‘* -V'r.. n.# (N
80 1at 48 ‘{JT‘V l*g k= 1 é,u“k s A W 1 2,..."\‘
eine abzihlbarc 6ntoruange vak, E .it sup B’_-‘uugu
| uf; - s* ’ ‘
'° ?3iist\ﬁicr erfﬁiif; Ve aber nicht;fsetzen wir;s
R ¥5 o /@rt/ 3 ’t /'t 1]3 ‘g‘{lgl&g} osts
80 131; . R e

A ':’J'i b ffle

| Bio Kbnsoggpns iat hier die Kbnvergans der
a‘Hengen fast ﬁbarall &ia Exyuxenvorgens - die Kon~
1‘vergenz naéﬁ don naas‘,ﬂns felg& auch aus don Satzen
| 9 und 10 von § 3/ .
: g:iﬁgzzz’iz_ﬁer Raaa allnr Bhtc;f%EEFEY?W'lf

| ‘wabei Elenento, die 31eh unﬁ;ine héehstens ab:&hlbgn
/ﬁengo von Punkten untorsehcidan, 1dent1fiticrt were

- don. S T i P
Bie Axiome 1,11 simr ,m ‘nur im ﬁa‘na{

3 ezner hechstens abzﬁhlbaren tngalE Innd Suprouun ‘
,18% dnna die‘ﬁgf'i,éer‘laﬁggn/; Fﬁr unnbzihlbare




- lﬁzo - ‘  -

. : ’ ey ; ; \-;‘w :
:Hengen 1st III falscht Zerlagx uaa /@,1/ ine unab»
zahlbare lenge ! -{Jﬂg ?G a. von disjunkton |
Hengcn yi_, 80 existiert sup B ﬂicht,

- Das. Axion Vb ist erfﬁllt, IV und V sznd
smnloa. \ : :

\ ?322?2:&-?: Y besteht aus allen Punkten
'y = [u,v/ des Quadratg 0<u <1, 0 <v'< 1.
Es soll /q!v /<</u2;9éé d(nn und nur dann sein,
wenn qnttedar al <n2, oder “1 2, ; 1<v iat.“,
| Hier sznd alle Axiene IQIV, Vc orfﬁlltb \

Als veitore -Beis ieie kanza aan die Iincaren

2

‘? |
,ﬁhalhgeerdnoten Eaune und dia 'Sya’tene von ‘mor-
ven V Glivanke anflhren,

X mierten Dinggn‘

Iir fﬁhron felgexa&o kiles'bildungen i;mr»?féigt’-

| {Yns ein* Ben grﬁasten aberfn Lins ¥ e e

. 'I;i yn - inf {3“1’(’;1:7&4-10«“#)% = I1a J

~ Den klainaten eberén Limes . !

0 1iu Y= Anf eup{y /daa Iafim wird auf
" ing} { "‘kSg :

;a.lla 'Iei/]:felgon ven {y } Qrgtrggkt/' S

. Den gressteﬂ oheran f*] x.h.g m 7 ors
“kldren q:.r i’is den kleinsten lhuant y, der die foLa-
“ lgende Eigemehart beaitzt* 3u joder Hnterfolgc o
§ In '&giht o8 oine vutere Enterf/elge%ynk i derari,

*-aq-—a_q&ﬂn‘*mn‘uumﬁrﬁu“-

| '!/g I.oe eitvﬁ 1n Fussmto /}‘j e R :
. 8/ . ¥, Ghvenk@ Géo‘né" ru dqa ayat'éns de ehosea :

o rwruoa An..}'eurn.ef H&th.,vol 58,pp,799¢5283
'\,W\ﬂb
. A ’?M“MWQT? ’py74/19~§1




dase :‘ ';j>*”13f” " ‘,”jf SR
:m'a & y'f’ ia"°‘ygki R

A Es kénnen ondlieh ﬂualo Llncs u diesen betraeh~§
tet werden* dor‘klolnsta uatere Lipus,_g_;;!_ya ’
~___ig_yn, der gréasto untare ”““IIi ’n 3 ;nsu“der'
;klelnsta untero j/imeiqca ‘g;;;;_ y o )
| Wir zeignn.jetzt, daaa dic éefinierten ﬁ%?-hl» \
-mes wirklich oxistieran. Hach v k&nﬁeh‘vir eine- f ‘
solche Falgm'§y(k{}angeben, dio ans Eleuantan besteht
die dle Bigsnacbaft /A/ besltzen, dass y; - int{ (5}
gle1cb ‘dem Infilun allor selcber y iat, Rehmen wir s
’elne'beliablge Teilfalg@ {ynk 80 gibt es eine’ En- :

 terfe1ge f{?nkdg fﬁr wolche,y IE ’ﬂk ; &ns dieaer-

jifen
£or wleb gﬁg : U ganal-
,’f,olge %Ynj von al';lan dles‘%n Unterfalgen haben wir
fﬁr alle k, &1&9 auch fﬁii:i¥~n,gfv, .
yq hat also dlo Eigenschaft IA/, w,s,bgwr

Fir den kleinstéh oharen Litcs kann uan aucb

”sehrelben: b v e B ,
e Iim yn = inf %liu ynkz / ;[ fx/1[}af
At o it

pnnnabm—wn-’qﬁpaw—yu---v--rp-t ,' v

‘ ;-ﬁzles\nach dieseu Ana-‘
™ lagon einzufﬁhrcnzgoflii7“y - nf‘io f?u y“k%)
hat as keiaan Sinn, donnﬂdiages f&llt zusaw@en
mit o lim yh, via nan loiehi zeigt. Wir werden
e 38 * .
| deshalb,o¢ ={; 3h! u Izg ’n auch 80 schreiben-~

9/ Einen kleinatan aheren tﬂf
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Es ist niullch ‘ |
ol %?iz{ ““p@“k"ﬂm"“ﬂf ’f%f’
L= Mﬂ' [Sﬂa(\g%«é“m’ ]‘ﬁ* %Wﬁ {Sw}aﬂa %

“) L B

Fur die Lmes gelten felgenda ﬁnglelchungen.

X 20 1im yo> %
Im yn> I'm yn> e ’n/ uu yn/u lin y, [2/
Ist &ber das Ax1om Ve arfﬁllt, 80 fallen alle

gréssten /und alle. kleinsten/ Limes zusammen$
—-1--5 Y™ 1'1f{sup @lbyml'“')} - su &nif ynkg Ulin 'le

~ E

-.—--—.-'

e 'O_‘IT"
lin*yn ist dar on ™!
M Egzgii: Es sei die Folge ﬁy E H/-konvergent und
limyp =y, Das. Element y erfﬁllt offenbar die Be-
dlhg’uﬁg#/, es ist. alsa y;“"‘l’f‘ yn. Ahnhcb wird |
<U\ U lim y, bewmsen, was mit /2] zusanmen ]i/ ergibt.
 Umgekehrt,sei /3/ erfdllt und.y -m Ypo Zu
jeder Teilfclge{ 13 gibt es dann eins weitere Tedle
folge {ynk g, fér valche y}Tf“ Ynk . Nach /3/ unda
der D8finition ‘des unteren H—/-Liles lisst sich eine
:andere Toilfolga {’nk jg auamndarn, fﬁr welche
ilt g " -

g Coy< lim ¥
?'— | 3-'1 Ty
Es ist also g (RPN “7\:  i ,l
: t; SHE
b nkzj

4

und yir'habnen‘ ¥n ->y ]‘l‘/ bew.esen. o
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In der folgenden Sdtzen wlrd das Ax@om Vb benutzt.
Satz 4. Der obere Lines v ¥ = Iim ¥n ist das

”Gﬂ'”ﬂ

kleinste y, ftr das gnt"

Cosup [y, [— 5 LY
Bewsis, Ist y -~—ao, s0 ist unsere Behauptung »

o Wy -

of fenbar rlchtlg. Wir dﬁrfen also Y>-eo, vorausset-.

-

zen, | .,
Bezeichnen wir . '?k = snp /yk,yk;i,;../ Die Be~
dingung /4/ 1st uit der folgenaen glelcbbedeutend.

y "I”‘ sup ly,yn/] 5 | L
dass beisst

y = 1nf[8up /y,yk'yk"lgqoolj tnf {sup@,ykw)é
= sup (y.igf yk) - sup /y,y / |

oder ;;'if ) . g S
i : w;jfy X .
Satz 5. Der obere l%f-Lines y =lim y, ist

-_— e AR . e S

das kleinste Element y, fiir welches gilt
sup /y.yn/———-> vy /5]

In der Tat diese Bedingung ist dallt glelchbedeu~
tend dass aus jeder Tellfolge-{ynkg eine weitere “
{ynklg sich aussondern liss t, fﬁr Welche gilt

sup /y.ynk /--——>—r ‘

-dass«heisSt :

: Nacb der Deflnitian des oberan AX/nLlnas bedautet

,,,,, »

also /5/ 57;
y2Ti. 3, ., - Wezsbaw.



Satz B/ B gilt
8/ Lig_{wp /rm:’iz sup Li_- yn ._;.g /
"h/“H“ {suip f?n,.‘r’/} sup Piso) rn,Tﬁ r;/

/" A

| r‘!s/ 'gelwn die Fernln a. Y h\;, . m liu dnreh |

"115* araetzt ist und enélwb duale zu den vier angew
gehenen /TTE Bit Iia Zu ersetzen und sup mwit mf/ .
Beweis‘ a/ un& ;t’ sznd evzdent; wir bewtisen

. nur b/ nnd b c Iu we“ltaren satzen wir ’n - Bup /Y >
| ymlaaoc/ yn ' 8uP(,‘an )’jm\-l) j - |
) 'I‘ sup ]yn,y'/fqi {Suplynﬁ’/}

/‘/; = w{—{aup /yn,yafj - inf {sap /‘in,y’/}

- sup (inf yn . inf y.)- aup (H‘n} n,IT‘y /
Bie umggkehrie Englaiebung ist aher ﬁriviu ;

gris TN ke
]Ir In, i

1}

dass 93 3u Jﬁd%r ‘feﬁfolga

S\Yn gib*t, fﬁr talehe gleic&sei%ig | : et f T |
"-—Mv’ﬁwn« - - L \
S ye lj" ,nk ya’n* ynki )
Daraus ergibt szsh nach ia/ S~ -
Y°> ﬁﬂp «a yﬁki' 4. ’nki/q H“ Eup /;nk i

Ynk /1

und werm wan allea zusan‘nfasat. (

y ?z‘l‘i‘ Eup /xn,:’/]
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,’M\lt /6/ zuéaumen ergibt das bf s

5 Aus dlssea Satz felgt inabesondere, da.ss sug

und inf inbezug auf dia gewﬁbnliehe und die /*/-»Kon-
vergenz stetig aind*’ aus yn-—>y, y. —->y folgt

sup /yw:r,l /-—> sup /y,y / inf- /ymyn/w inf /ysy b
u.s.v, 20 BT ~ R

§ 3 Raum nit mtnscher Funktzon.

’.ﬁ_-“#u —-q-’-.-”qnw”--"-qmqg%“-ﬂ-’ﬂh-—h

| W:Lr batracht@ jetzt einén Bauu 7 - gty} in deu‘
die Axiome T»IIII/- und Va erfﬁllt smd. Es. sel fGr

Jedes Paar von vergleichbaren !lenenten, yl,ya |
‘“/yl-\{ ygf die mchtnegative Funktmn f/yl,yzl defi- |
niert, die wir als netrische Funktzon des Baunes 'y
bezeichnen»und die folgendaz Bodmgungen erfﬁllen soll

& :;,;;“f‘_%odentend :

f/xl.yzl* 5"/!2.?3/> ?/é,ys/ /yléy» /
?/3103"2/ > f Isnp /x.yll snp /!.3'3// =
f/ »3 / E/iﬁf /3171/ 1nf 119.72//

A

B Knnvergiert ’n monaton gegen y, 80 ist
§/.v.yn/-—~=>0@=we ) g’/yn,y /—“»*0] N

' 50. Fiir kema nonotan gegen ib QO edar . 00 kon-—

_vergiermde"'?olge { n} 11 soin ;é'ff - ;
S liw g/yn,y/ @. -

I Y n,ﬁ‘*?ea

A R e v S e e e —Q-—nﬂugu--—-&—ﬂﬁonpé v

1°/¢ Es genﬁgt das Axian III zmr fﬁr abzahlbare E
g@hend vora.uszuaetz‘en,\ S N
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Spazialfalle solcher ?aume sind z.B. die linea- |
ren. h&lbg;«isiz;:n‘:gnla

1
) oder 1bre Unteruengen.

Wir sétzen allgenein
? ,yltyéo***gy / - §) /1nf /yla&'&gy /3 -
;o ‘_ BUPOIY ,.”,y // o .
Da,nn erd 1 » ;‘5*‘ fﬁr beliebige yl,yz rlchtlg‘ |
Es 1st z2.B. . ‘
jO/ypygi ? {inf /yltYth sup /yl’y2/)
2 §/sup fy,int /yl.ygli sup /Ijlup /yl.r;;///
=§’/:mf /Yl,.Vgla b Ixdoxyll= ¢ Iviavgl,
wo” y1 = gup /y y1/ ya - sup /y,yzf gesetzt wurde.
- Aus 39 falgt fﬁr ¥, =< 3y < Yy . R
f/yiay2/< §IY19Y3/3 ?/ﬁgvy"s?‘; f/yi;ysl /1/
- Die Dre1eckungle1chung gilt im allgemelnen nicht~
,als ein Eraatz dafﬁr kannwdi ;Hgglgis&ang\dlenen
©/v1,5,/ + §’/y ,VB/ + ‘n»+‘5\7/yn.1,yn7> |
‘>§’/1nf ?yl,ygl sup /313.‘!2// +. § [sup [yy,int /y&.ygﬁ
‘ Sﬂp /3’1, BU.F /Zﬁs///"' 900 + f/sap /y1,y23o}a ‘
V5. geint- /yn.,i.y /1.eup /‘yl.us Fnogi8up Iy, 1 ‘

o

l
Y

Ea

el
1

Sjllnf /ylayzlny suP /yl*yg;““!yn//
'/er benutzten 5 b /1/ und Folgerung aus Axiom Va/
Fbenso ist §’/y1,y2[ + e +5°/yn§1.yn/>
2 ¢ /int /yj,yg.-mr /, sup. /yi,;vg// o
und es folgt e ‘ . B
| f/yl,ygsnuynk 25°/y1,.vg/+u. t 25°/yn,_1,y / /2/

Fir n = 3 haben wir ;' fﬁ i

11/, Vgl Kantarovitch, loexeit,, § 8

- Ly 3

# ¥



§’/y1.y2.y5f< ?/i-nf XY1ﬁy2:33/9 inf/}jb'é:,//"'l‘/ .7
'gﬁmﬂﬁﬁﬁup /yl,yg,¥5((f §f¥1132/ +2 f’/yaaysf /5/

Umsomebr is4

?/rpysf f/sfl,xg/ + 2 f /yg,ysl
und daraus folgt la;cht . ”i
!?/”1’?2/” 917,475 *““ 25’/3’2'35/ L
Als Verall/gswelnerun haben wir ﬁ
i /3103’3/'“ ?/’31:52/“{ f/yl‘yaj 50/31,22/‘
/yl,z [ - j“/zl,z /‘é z gfyg,zgl + eyl.vnz«/

Setzen wirfﬁir Anf /yl,yz,,.;fyn/ s = 5;& 
5= svyyf;yz,..ﬁfa"[, so wzrd bl e B |
{f/yl,yg.-qu/ - yfy}fyg,u .vn.z/{

- |p/ane ll.y/,sup IS.y/f# [ing li.z/,sup /s z//‘é

 ' Endllch fﬁhren wir dlevfal&amdan Ungleichungen %
an: . ‘
?lfza M*a«yn/'*'?lzptv#a“n/ 5 ;;;‘- Y
SENEEE /6/
?/inf /y]_spzi/'tok;inf /yn,z /j‘ ‘ g
,/?1,;.{; y /# f/z;.,,,n /

EB werde S.EJ die erstqlﬁngieichung baw1esen
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?/aup IYlyzllah u‘up I’naﬂn//“‘“ ?/jﬁf /3uP /71:3 /,
ey sUD /Yn,ﬁn// s 8UP /31ur¢;’§‘,‘2, 2, // <
?/inf /sup /Yigz]_/at'ﬁtaup /’n,z [/o sup /’1: ;n
inf /31"“'%/1/ + f/snp Iyye e ,y Rk 1
inf/zi.' 03 Il sup /IinO'f,yn'Eia“‘az //
Diese latzte Bngleiehung folgt aus 3°, denn wir

haben ,
8up /yj_’ “’Q’npim{ /51, ,8 /, .-, iﬁf /snp/yi,mya,
>t fowp Tygsdl oL

‘Es folgt weit&r
§/sup /yigzlf. .o/ psup /’n"n//“ f/sup [int lyi,...,
o/, inf /21,...,5 // , 8up /sup I¥yse .yn/, -
inf /31, vy By ///+
©/lint [zgy jonky sup fm o //< 5&,, ,xnz +.
S’/zfa e v*_s;‘*‘" ; snd feun L

ssts 7: S1v1Tp

tion von yl,yn,.s...yn, SN w -
@ @gaig_,;» Wir zeigen wniehat d;ss au)a y—>Yy

| §’ s Y)—»o fclgta Es sei y - inf ’j(‘k = gup }J

S hzK NZrR .
;"“U nenaton gegen Yy und des-

“#,*_A,_.a *31 3 2 ,
J‘nf ist oino stetige Punk. 5

Dann streben ,
halb ist nach 4

el ‘&)“9@ v) 5 b-rk)——>°¢

Da y und y xwiuban ’i \md y liegon, ist uaae-
wehr | i | |
?((k) ’()’ T }6. \'

Nun sei ‘A —->y1, i= ,2,...,n. Pann J.st nach /5]

'SD/ yi ""9?()/ ?I’liooot’n/’<4§/y1 ,11/4»‘.. +

+ 4 S’fy‘b‘ o[>0 @ vosber,
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=N

Bennrkung. lie nan sich leicht ﬁborzongt. 1st un-

- A - - -

sere Behauptung ansgfin Bazag anf die [%V»Kanverganz
rict‘tig. ) ,'7:" L A T ) 7 ’ .

v §agz g. Banit die Polgo {y % gogpn ein ondlichea
f'Bleuent konvergiere, ist nnttendig nnd binrezchend, |
dass s ) 1y o o g
h{iﬁ, ?C?ﬂl’ﬂ*i!"‘i ’nig) =0 ./?/ ‘
Beveis, Ist die Folge gogan y kenvargeﬁt, und

- - ;

yn,Ayn ghnl;eh wxe in Sats k dorinisrt serist nach

4° ’?@{ntY) —> 0 Y/’npy /“‘?'04
~ Bs ist aber ; : e
9/333'00135+pyy/‘- ?l/yvnzy /‘“'“’ f/”’,
also sogar nohr, vas ndtig war., .

Bs sgi 3/em-.; 41;:.3..11:1@53 YiiE .rnau_gﬁ ';a: “h“;
PR el N ‘”f;/n g |

Es i ; Ly
/ép ‘~KQ*E?a gbjsup,/yn,...,y /,sup /yn..4.,y.+p4/<
§’/y #8Up /ym,m;y“ // g’/xm,.u.xmp/ —0
fér @ -—>%°, . "

/ Baeb Axiem 5 Aitt also die nenotono Folge y
gegen ein ené}igggs Elensnt y kenvergtnt. Bbonao ist
endlich g ) o ‘ | |
) yh,‘ inf l? alﬁflgﬁ‘t/

- Bs folgt daraas _dass. auch dio Eounﬁc
sup y = lim Z "ﬁ? liw ! T inf y s 20 1
enélieh sind, lir haben nach 3ats 7., » »

Sl i Shmeon
| i, ,x4~inf B! /:n,y/-O, |
also y i SO z.b.w. |

- Satz 9¢ Bamit dio ?alga % Eggeganfdaz Biqiont‘ y

-—a—oqw—- 7

-



- aa" i N

?kanvergiere, iat netwondig and hinreiehend, dass

11& /ynlyn*l‘t"‘!’n*p,x/ : ‘, \  . )

N>

Beweis, Die Betwendigkezt uurdc oben schon ge-
zoigt,qém;;-dze Bedlngung auch blnre1cbend ist,sieht
’man sefort ein, ‘Wenn man die !elgc yi,y,ng ,yz,.¢.
betrachtet* sie 1st nach dem vora#ohenden Sats kon* '
vergent. Ihr Lilea kann aber nur 84 sein; es ist

;dann auch yﬁ~a-yﬁ

TR T

N

Satz 10, Damit dio Polga {?ng gpgpn das Eleaont

e X X F X

'y A!?nkmnvergiare iat netwondig una hinrelchend,

dass’ N S T T
f/:rna/ o . s/
‘ Beweia. Bs sei’ y, —>y /i/. Iiro ‘dann /8/ nicht
erfﬁli%:’;;‘wﬁrdo cs dann cine Iailﬁol’e {y %nai
o E20, »*ﬁ oly f 4 gobew, Kus_ aimg ,Lm.*w
ge ist es nicht mﬁglich, nach Satz 9 , eine gegen f
y konvergente Folge horauzzugrcifon. Das vidnrnprieﬁ
aber dar Bctinitzan der lﬁ/«i@avergenz.yr | oo d
| ﬁ” Es sai je&;t /8] orfﬁllt, B3 sei eine 1achsend04
,Folge ganzer zahlcn nl,ng,.,._ so gowihlt, dass ’
5’/3,,,1/ <‘i‘ fﬁr‘ n-z ak |
Dann\lst nach /2/ | L oy e
Y/’”k”nku"’ ”“k " o ' flc,’“x'.’”nm""""jﬁf;

~

»

Sl 8 Sl e 24 Bt urd =

Bacb sa’sz9 aabcn vir alw xnk—s» y. | |

satz 11; Danit die ’913"§; g geRten ein endlicbes

. .';ow---)n‘m i
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‘Eioment\konvcréiére;.ist1hétwenéigiunﬁlEinrbicband;
dass - ‘~ ;. . D
fe ?/l‘ﬂa@/ o
Bie ﬂatwendigkeit i’algt aus dom vorstohondcn
satzmnd /3« Bmgekabrt. st /9} orfﬁilt 80 kann man-
‘leicht olnc Teilfelgo {’n. , angeben,fﬁr‘wolchc gilt

lim §’/yak,...,ynk*p/ = 0.

Dann ist InTY Iy Qndlieb/, alsog/ynk,yl—e 0.
Daraua und aus, /9 felgt dann li- g’/ ,y/ =0,
Yn‘—erl f*/d '4,é, S o

bat gt e vper, v 016w I

snﬁl [’:’ i : ‘ :
hus yn->y /i/ ,y,,»y’ /*/ folst sup /yn,;:nl *-»up /1,!/#4

Y{d uréep Wﬁ - M 1498 Y OEaN
ihnliches, gilt fr inf tatt sap. >
Die Bohauptungen folgan unnittelbar aus den Un~ oy
" gleichungen VLI R i
§’/sn1a /yn,xnl.-u.aup /rn,,p,rmpl.mn /y,y //(< |
f/yngép’vyn{-pry/ + S)/Ino‘tny 137 |
§¥oup [y,,30/ eup /3,3 'k g’/:n,;v//
‘L Satz 13. Aus don Axiemen 1-!11
Vh”."’

Va, 1°-5° felgtw

P o R

Beteu. Es soi inf ya -w 0', y beliebig. Dann

dub--—ﬁr!- N

ist, unter Benutzung des vorigen Satzea, N

\ inf {aup /y.ynl} lim im‘. {snp /x,yk/}- fir s up
i %S&f/y.inf yk/ - aup /:r,inf l,g/

'

Aﬁﬁiiah vird aueh dio sieits Eilfte von Vh borlaA

-Qb.‘-qﬂ-p-—ﬁﬁv:ﬁﬁﬁwﬂma@w

12/, Vgl, Pussnote 19/. : .
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2 7

sen. ﬂ
Genfigt die metrische Funktion der Hngleichung
0y, 32l <§lyyysl 0 ¥y <y, < ¥y
so folgt auch das Axiom IV aus den Gbrigen, Ausserdem
kann dann in III die Existenz des Supremum nﬁr fir
 abzihlbare nach oben beschrinkte Mengen gefordert
werden, fiir unabzihlbare wird das beteisbarls/a
~ Unter den 3u Anfang dieses § gemsehton Voraus-
setzungen kann man in ¥ eine andere netrischa Funktion
f‘;/yi,yzl oinfﬁhren, die ffir alle ’1"2 den Sing&a&,
,den Bedingungen 1 -5 "und ausserdem noch der Dreieck-
bddingung 3anﬁgt und der metrischen Funktion

g’/yl,yz/ equivalent ist /d.b. f/y,yn/»e und
2lyypl >0 bedeutet dasselbe/, Betrachien wir

y,y" [=int &f/?,!il*?llldzlh-d g’/rn.: /}

% P LY

Es ist nseh/ﬁ/ 5
elvn.y'l = 2,y < §/y,r L _
Z/y ,y’f hat alle angofﬁhrton~Bigonschafton,:o ist
%o B. )
/vy [gint felyyyfeiis plyy'ife s
ZW{{f/sup il lyyslf +euit s’/aup/yn,z/,‘:\*f/jf%//}

>- i;nf i\flaup/y,z/,zll*w.-t f/zn,sup/y,z/f-
z’("" /3,3l , sup /3.2/ ,

fir beliebigo y,y »3. ‘
Es sei noch erwihnt, dass das Axiom 2 durch

das folgende schwichere sich ersetzen lEsst:

13/ Wegen des Beweises vgl Kantorovitch,loc.cits,
insb.S,148 oder Beispiel 3 in § 1ollaser Avbeit



= L0~

“5‘: Ps gibt eine positive Funktientf(;) die
fir alle €>0“rdofiniert ist derart, dass aus |
yléyz ’3 und

©/3,s7,/<E, §lyg,75/<E tolat ?/y1.15/<~;’(e)
Dann lésst sich eine uitf(‘ﬁj,)eqaivalento Punk-

tion e1nfﬁhron, fir welche 1 =5 gclton14/;

§ 4, REume wit metrischer Punktion,die unlynmo-\

-a---eavw-#-nﬂng-n@d—’” - G GF e 15 S5 5 18 4R 0D U AR @D OF 0 O 68 Ge o T [ 3

trisch ist inbezug auf Infimum und Supremum.

’Oﬁﬂﬁﬁ--'.---ﬂ—.-’ﬂ.ﬁ.ﬁ..‘-.‘*".ﬁ‘ﬂ’ﬁ.--‘-ﬁ-‘

Wir betrachten jetzt eine allgeneikﬁﬁklasao von
,Raumen, ‘als die in § 3 betirachtete, Es sel ¥« { }
ein hg}bgeordneter Raum, im welchen die Axiome
I-1V und die erste Kﬁlfte von Axiom Vb,

sttt lv,ipt v,/ = inf [sup I3035/1.
. Ausserden acll 1n ? flr tergleieﬁbare 71"2
| /ylfg: yal die nichtnegative metrische Funktion
‘Q/yi,yzl definiert sein mit den Eigonschaftan
41 2° _i_ des § 3 und den folganden~
3. Qlsup [y,3y/,8up /y,ygl/&ff’/yl.yz/
©/yy,5/ < §/yy,¥5] t0r 3T, <y,
5T, Fir keine gegen + oo kenvergente Folge {'yn%

-

soll sein ,
Lip_ § /35 Ynapl = 0
Wir setzen fiir beliebige Yq¢¥32
0/yy,35/ § [71,00 /11,12//

Dann gilt far beliebigo ’1"2 M@tdLHaHﬁm?

14/ Man vergleiche z. B.Frink Bull.A M.S.vol, 45,n 2,
- 1937, S. 133-142, ‘

15/, Aus dem Axiom II brauchen wir weiter nur die

erste Hilfte /dit sup./ |



©/51,55/= © /yl,sup/yl.:zﬂ>f/snp/yi,y/,sup/:r-,x',‘s//:‘
Jyyive, ! = @ [suply,,y/, sup /yz.r//- | .
Y/yl;yzltc i8¢ mit Yo ¥y gleichbedeutend, Aus 3
folgt | |
. S (4, 95) 2 f(}jz)*éa) Fur Y2y, Sy
~ Es gilt die Dreieickungleichung:
§/y1,y3/~<f/'yl,'sup‘/yz,;yg,//ss’f /rl.wp/yl,rg// 4
"‘f/sgp/ylaY3/: sup /yi'yz’yslkﬂy1"2/+f/’2”'3/
Satz 14, Pdr die Ungleichung y2Yi# y, ist not-

: - ow sy W e o b 0

wendig und ‘binreichend, dass

Lin_ § /3,800 [TpeeeesTuaplf =0 2> ol

n-»e=
- Dabei wird 1im yn\,a?«tan ﬁé;amgesetgﬁ'.’
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend, Bs sei
L e oy e L e A s, e e (g0 :
 Fn = 8D /3, TneecooTuls Tp 8w [ ¥yee./ [a>n/
pann ist 5
—mt . |
At S LI LT Vo SUTPI ML JE 28 APTYS AN
= © [y, sup_x_/x.y{,‘,‘*..j.f;,’ym*p// —>0. -
Nach 5  ist also Y ~lin "'i; endlich.
, X ‘

-~

Aus der Bnglqiehung P .
— - m
| /5, Ful <€y 5/ + 9 /3,71
folgt, wenn man 4° heranzieht, dass f/y,"i /-0,
,_ f n
‘Dfann/ ist i B '
¢/y,int Fp/<int §[y,5,/=0, int7y <y
Bs ist aber o |
inf yy= inf {snp/x,ggg fyk/}-" sup /y,inf sup yk[-
=sup/y, ey /
und deshalb, y >T1ie ’r)‘ »
Die Bedingung ist motwendig. Aus y>Tim y, folgt
?/y.skuswyk/sf/x,li- v/t £/Tin ’k’s‘c'iﬁ v/ =
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= ¢ /1fm yy,sup v /— 0
nach 4 , Umsomehr is%t unsere Bedingung erfﬁllt

Satz 15, Ptir die Ungleichung y‘?m ist
ﬂdlﬁ Bedingung
Ply,y [—>o0

hinreichend; ist fﬁr #eine Unterfolge {yn‘g lim ynk —e
= - , 80 ist sie auch notwendig.

N G W e

[3,8up /y,¥,/ +§’/y.sup/y.ynﬂ// toeet Ofy,ouply,yy
b f /)

f/y.sup /y.yn//'c [sup /y,y./,8up /y.ra,ym;/ Jvat
+0 [sup/y,¥5,+. -,y.,-;/.sup/y.xn..u.y,//>
2z 9/y, sup [y,0.0,5,/f
folgt laicht, -dass e ninc Eatn!elg; gyan ggiht f&r ,
welche die Badingnng des vorigen Satzes zutrifft. ‘Damn
ist aber y >IiW y, . Da diese Schlussweise aueh far
jede 'foilfp-lge von dy Xgilt, 80 ist_ yg.‘l"ii b A
Um die Betuadigkoit U bueiaea. setzen wir vo-
raus, dass f/”’n/ nicht gegen Null konvergiert,
Dann ist fir eine bestimmte Teilfolge {’n f/y.yn />
(¢30) .  4us dieser Folge, nach Satz ‘tci kann kemn
Unterfolge %ynk f"heraasgogtirfen werden, flir welche
'y }TI‘ Yy ; sein viirde, Das vidorspricht aber der
Definition des oberen /fx/-Liwes. |
 Die zusatzllche Bodingxmg des suzn ist insbe-
gondere dann erfﬂllt, ‘weRn der Rau- Y die folgende
Eigonschaft besitzt: |
" 6", Pir jede Polge {yng ist Tiw y, »=oo
Wir definieren jetst den grissten und den kloin-
sten metrischen I.mos “FH'E Y bzv._glg.__n Yo fole
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gendermagsens ?Iin ’yn'A ist das kleinste y, das der
Bedingung .. y/y,ynlﬂo genligt. _Qlim y, ist das
grosste y, flir das gilt ?/yn,y/weuo.
Wenn es keine solche y gibt, so setzen wir
¢1lin y, -' +<=’°’ bzw., Plimy = -oco. »
~ Ist die Bedingung 6° erfiillt, so folgt aus Satzis™
dass g I ste'ts existiert und es ist
=
¢lim y, =0 Iim Ty
Wir zeigen nun, daas auch ¢lim y immor den
Sinn hat, ‘ -
Aus ©/yn,y/=0, @/yy,y'[>0 folgt
g)/yn,sup v,y //‘?/yn.sup /y.:n/rf/sup/y,yn/ sup/y.
Vvlf<elinyl + @Iyl —0 :
und ebenso fir eine beliebigo andlieﬁa Anzs.hl solcher y

{

Bs sei jetzt {y&k)} eina‘*!qlgs von llenentan R
fir welche gilt f/yn,Y/L?O die so besebaffen ist, ;)
dass sup ¥y = ¥, gleich dem Supromum aller solehet
y ist. Man kann offenbar ywnonoton vaehsond annehlcn
Aus der Ungleichung |

O/, y,/=< ©/yy,y /+ §’/.v -
folgt, dass auch s)/y Y, /—90 Yo ist also der kleins-
'50 metrische Limes.
Satz 16, Es ist

g-’n,—---ns .

olimy, > 9lin yo >0 lny,  [10/
Es wird dabei voramgesetzt dass fir keine Unter-
folge {Ynk} ist lim ynk - 40,
Beweis, Es sei f/y ,y/-—-,.o Dann ist umsomehr

f/‘? SUP /¥,y //-*0. fir n-»eo= /n? n/. Hier bedeu- A_
tet ?m sup [YpyeeesTyly Tp= 8UP [pyeeel

?lymimp /y.Yn//< ¢ [Tps8up /y’yn//:{f/yn,ﬂup(g,‘; ]’4
~ﬁ.}",;s’”;; PR f /SuP/Y;.Y , sup /y .Yn//
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Der erste Summand rechts ist beliebig klein tar
grosseg[sder zweite ist kleiner a{g J9f§§;§;/ und
das konvergiert gegen Null fiir m»+2, Es ist also

| f/ifn;fsup /y.‘in//% 03
anderseits igt kdiese Zgblenfolge monoton nic@*tabnohmen}
folglich 9/F,,aup /3,7,//= 0, y<7, und y<Tia y_.
Diess Schlussweise ist auch ftir jede Teilfolge von
gyns antendbar,‘" also ist” y<o lim y,. Damit ist die
erste Hilfte von /10/ bewiesen,

Es sei jetzt Yo = U li;iﬁn o Wir zeigen, dass |
?/yn,yol-—*(), d,h, ye';-s Y,o In der Tat: im entge-
gengesetzten Falle hdtten wir eine gqeilfolge {yn} mig
(’(Ynki-"o)? £>0, Bs gibt eine veitefo Teilfolge gynkils,
fir welehe yo < .,_];_i__g__ynk = 3,+ Damn ist

y/ynfki.yo/ - fl’n‘gin“"‘l"/Jd?hki/.‘f/’nki"“P/’nki'zg

< f/!nki,égi;"?né + f/aénh{ 33;50/-

Das zweite Glied ist beliegig,kloin fr grosse m,
das erste gleieh Null fir festes m und geniigend gros-
se i, also | .
k ?/Ynkio yel""> 0
was einen Widerspruch ergibt,

Fallen der obere und untere metrische Limes zu-
sammen, so heisst die Folge Metrisch konvergent und

olim yy= P1im y,=Qliny =¥ |
ihr metrischen Limes. Mit anderen j'ortén’,\ &yng nennen
wir dann und nur dann gegen Yy metrisch konvergent,
venn §/y,y;/-> 0, ¢ /3,3 0, ’ |

In den Riumen des in § 3 besprochenen Typus
ist eine Folge y, dann und nur dann metrisch konver-
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| éent, wenn sie gegen ein endliches Element /x/~konver-
gent ist. In der Tat, mit Hilfe des Axioms 3° bekommt -
man “
§/yn,y/ ©/yps8up /y,y // F/inf/yn.y/.mf/%’f.sup/gp,,/)
.‘i\\v \“’L - j)/inf /ynaY/aY/
Ist also die Folge gy % gegen y metrisch kon-
vergent, so ist ,
lin ¢ fint [y ¥/, sup /3,,5/f= o,
also nach Satz?D ¥, >3 [%{. Das Umgekehrte folgt aue
Satz 10 undghh:D%+mvx;w.AM,W&%MSJUA Fumdian
Ist der Raum ¥ kompakt, d.h, gilt das Axiom
VI, Au8~jeﬁer'FOIgeliyn%)lisat sich eine konvergente
Unterfolge mit einem endlichen Limes aussondern, so ,
fallt die metrlacbe Konvergenz mit der eboren /*/»Kon«l
. vergenz zuaanmgn ?Iim y =y bedeutet ’“"Ifi Y, -
=0 lim yo = 2 : |
Es gonﬁgt z2u zeigen* 4g;;g y, o lim y » B8 sei
o lim y,uy, aber f/y ,¥/ nicht gegen HNull konver-
gent, Wir nehmen eine Hnterfclge {yn g derart, dass
9/ynk,y/>i>o. Bach VI gibt es eine konvergente
Teilfolge iynks . Da, wie man unschwer beweist, die
metrische Funktion stetig ist, bekommen wir Fm

W. f(ﬁm\j,, 13)3»0

Das ‘*t'aber ein iiderspruch, dgnn es ist ¥

'\}41 im ynh ,
Beispiel 1. Wir hetrachten die Gesamtheit ¥

P R 2 & R N R & & J

aller abgeschlossenen nichtleeren Hengen ¥ eines
kompakten metrischen Raumes T, Fihrt wan auf natirli-

| - om e o me W O S R A AT S N AT W O S

16/, Vgl. die Fussnote 9/,
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che Weise die Beziebung y1<:y2 bedeutet ’1‘:y2,
yi%yzl und die metrische Funktion

0134,55] = yjzf‘!&s(:a) [v4s3,/

ein, wo U, /yll die é-Umgebung der Menge y, iat}
d.h. die Gesamtheit der Punkte, die einen Abstand
von der Hénge Yy~ haben, so erhalten wir den halbgeord-
neten Raum, denlwif?fgﬁsdorffschan’Raunlledas Requnes
T nennen werden, Die Axiome InIViB/, Vb /erste Hﬁiftc/
sind sogar dann erfﬁilt, wenn T separabel Jund nicht
‘notwendig kompart/ ist. Eﬁr IV bedatf eines Beweises,
Es sei E ﬂ{yz'g Fe=E . Hie Hier ist sup E die abgesch~
lossene Hiille der Summe 2:y3 , inf E der Burchschnitt
i]yz . Wir wihlen eine in TZTy} berall dichte ab-
zéhlbare Punktfolge, nehnen die entaprecbondcn lengen
y~§ g’ und erhalten auf diese Ieise die Menge E -‘{y?ni:
ne 1,2, @mit sup B’ - sup E, Da in einel separas
blen Raume eine fallende wohlgeordnete Folge von ab-
geschlossenen Mengen nur hdchstens abgzéhlbar sein
kanp, ist es mdglich, eine Menge E® = i y%n} 80 ane
zuggben,\@ass inf E* = inf E wird, Danit %%7 IV be~
wiesen, VI ist nur fir kompakte T richtig .
17/, Vgl.z.B, Alexandroff{ung Hopf,Topolo§g , 1o8 M1-M6
18/, Wegen des Axioms II vgl.die Fussnote ; fiir zwei
dis junkte abgeschlossene Mengen Yy0¥o wird man
inf /yl,yali -co getzen missen.
19/, Eine konvergente Teilfolge kann man aus einer ge-
gebenen Folge fiir separable T aussondern [vgl,

1
;iggiadéé¥§—u§§¥ﬁa§$78f¢8/, aber ihr Limes kann

‘auch = == B8ein,
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Die Axiome 1 ,2 ,3 ,5 folgen fast unmittelbar

aus der Definition der Funktion5>/y1,y2/, [8ogar fiir
beliebigekbeschtﬁnkte T/; auch 4 kann fiir kompakte T
unter Benutzung des Heine-Borel’schen Satzes leichs
bewiesen werden, | n :

Die obere Kon&ergenz'von-éyng gegen y [d.h,
“ITE“yn - E olimy =y [/ ist mit

. E:L za“n"j

[ & 7]

4
gle1chbedeu£ nd, also mit ?er topologischen Konvergonz
0
der Folge %yng gegen yz . Da fir den Hausdorff“scher
Raum die Bedlngung

§>/y. sup v/ < sup  P/y,yy/
, = |
erfiillt ist, fallon 6 lim y, und ‘U"ITE'yB Zusam-
men, Es ist also o L

iFIif'yn ‘E“Tii'y nt gvlin y, =0 limy n°

Beispiel 2. Wir betrachten die Gesanthe1t y.
die in einem kompakten metrischen Raume T -'{tg defi~
niert sind, Die Mengen

By = Q%)BQT’ x< ¥y (Y

die als Untermengen des Produktraumes T x X anzu-
sehen sind /X - die Gerade/, sind abgeschlossen,

¥4 <Yy bedeute soviel wie y;(t)s yth)und nicht
identisch gleich, oder, was dasselbe ist, gy}~<:§u§r~
und gﬁ}ffz_gﬁg‘_nadurch wird ¥ zu einem halbgeordne-
ten Raume, der einer Untermenge des Hausdorff “schen

£ e mr mn WS W S0 B dE G% v S W 2 2 R X 2

20/. Vgl., Alexandroff und Hopf, §.412
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Raumes fir T >< X isomorph ist, niimlich der Menge
aller Ef Die Axiome I-IV, Vb [erste Halfte/ gind
erfﬁllt da sup und inf von 5f\f Hengen wieder solche
Mengen s ind, , ' ,

Man kann in ¥ auch die metrische Funktion ein- s
fhren, Durch die Schrinkungstransformation der Gerader
L in die Strecke [-1,+1/ werden die Mengen Ey be- i
schrinkt, und man flihre fir diese Mengen, wie in Beiéﬁ

spiel 1, die metrische Punktion, die dann als eine,
metrische Funktion der !lsnente Yy betrachtet wordan
kann, Diese Funktion genfigt den Axiomen 1.2,5 4, 5

Hitten wir f@r die Punktionen y(ﬁ) auch die unend-

lichen WeZte zagélaaaen; so wlirde ¥ sogar keupgkt sein,

'§ 5* anlbatctigc !anktiamn. doroa Werte

c--qumﬂg-q..»&t&ﬂ"---n”azqmﬁmnﬁpn.-!nnwpww

Elemente eines halbgeordnoten Raumes sind,

thmu-owoq--nunt-nﬁ.-ﬁ-n -------- ‘—.p.,‘Q---q

In diesem Paragrapbenﬁrordgp«tir stetige und
halbs tetige ?anktiahgnrk = f /x/ betrachten, dis einen
metrischen Raum I = {x}; in einmn halbgeordneten Raum
[Axiome I-III/ ¥ = {y} tberféhren, ‘_

Die Distanz zwischen zwei Punkten x und x’ des
Raumes X wird weiter mit /x,x’ | bezeichnet,

Wir nemnnen f /x/ iw Punkte z,

J%i gegen das Element x konvorgieren@d Folge {x;%
die Beziehung gilt lim 1’ (xn\s f(x) . Ist im Raume
¥y eino»netriaehc Punktion definiert /wie in § 3, Be-
dingungen 1°-&' /, so kann man die Stetjgkeit im Punkte
o Asich so au:drﬁckcm tir jedes ‘570 gibt es
ein 97 0 derart, dass aus don Bngle:.chnngon

/xclxll'(s /xo'lectg\ QQ.... /xo,xp/%’;;

stetig, wenn fir

b 4



folgt '
ot [xol st Ix4/,0000t /xp{) <
Wik zeigen, dass f/x/ nicht stetig sein kann,
wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist /das Umgekehr-
te ist evident/, Es existiert unter dieser Voraus-
setzung ein bestimmtes <> 0 und fﬁi jedeskganze 8 ¢
eine endliche Gruppe ‘der Elemente X ....,x ,wobel

1 k
/xonxik/‘{i ”;” /xonx /<‘ %f} / f/xl reesy
f /N>£

;| 1 2
Die Folge 11,12,..,;p;,x2 sose XKonvergiert

offensichlich gegen x_, aber die Folge der zugehdri-

gen Punktionenewerte anvergzert nicht gegen f/x /
/Vgls§ 3, Sats 9 /. @ |

N Ist der Raum X ksnpakt, 80 ist dle obenangno
fihrte Bedingung segar gleiehmiisig erfﬂllt dshe die
Punktion f/x/ ist dann gleichmiss ig stetig. |

B8 sei jetzt y = £/x] eine bclioblg- Punktion

/deren Werte auch + o oder =+ 0 gein kdnnen/, die
X in ¥ Gberfthrt, Die obere Schranke von f/x/ im

Punkte x, definieren wir durch die Gleichung

M /x /= ¥ /x /7- inf %%gfxafszﬁx)

I'>o

Wir werden sagen, f/x/ sei im Punkte x nach |
oben balbstetlg, wenn H /x /= t/x / ist. Eine in allen
Punkten nach oben halbstetige Punktlon nennen wir
schlechthin nach oben halbstetig._ﬁuf dhnliche Weise
kann die unteré Schranke einer Funktion und die nach
unten halbstetigen Funktionen eingeflihrt werden, Wir
beschréinken uns aber im weiteren meistenteils auf

die erste Klasse der EaIbStetigen Funktionen,
| - = k) . ‘
Es is%{ immer f/;/ =< lfﬁ!?; Wir zeigen, dass
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L8 /x/» - uf/x/ ist; mit anderen Worten, llf/x/ ist nach

f L
oben halbstetig., In der Tat:

L /xo/-inf sup’sﬂf/x/ inf 8;12 ;(pf/x [<i£f /s&ugj;{x‘#
Ue/x, /.

Satz'l?%/. Sind die Funktionen fy /x], Ze=
alle hglbstetig nach oben, so ist auch f/x/ -Iinf £t [/
halbstetig nach oben,

Wir haben M,/x/ =< M, Jx/ = f¢ /x/ fOr alle ¥ ,
also auch Hf/x/ < f/x/, woraus unsere Behauptung Gmi-
ttelbar folgt. | |

Um weiter zu gehen, werden wir zwei folgende Axio- |
me ndtig ha ’::enl denen der Raum Y genﬁgen soll.

~ Axiom IV, /Eine Vorsehirfung von IV/, Ist ftr die

e

~-----"

Mengen E ¥
liu [eup E ] - y,

so existieren endliche Untermengen E dzoaer Hengen,
ECE derart, dass

: lim [sup B | = 5.

n-e \
wird, Diese Behauptung soll auch mit 1inf statt sup

. .y -

rlchtlg sein

\

-*—--- -y S

bei y1 <32 ut, soll ein Elonent Y3 existieran, der
zwischen Yy und Yo liegt: Y <¥3<Y¥s!
‘satz 18 . Far die Halbstotigkeit von f/x/ nach

_c-----‘_

28/. Die Satze [F=21 vurdenz%:x der Arbelt von L Kantoro-
vitch,ExW%Jra, ﬁ sfc.R.ae I‘Icaa.ﬁes Scede

1° USSR, t+II,n°1 /1936/ , ohne Beweis mitgeteilt.
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oben im Punkte x, ist noiwendig und hinreichend,dass

T f‘/x,,/ < t/y/

fir jede Folge ~{‘ die gegen x, konvergiert,
~ Beweis. Es ist immer Tim f /x /-< )i /x of sads0

- -

die Bedingung ist notwendlg, Jetzt setzon wir voraus,
dass unszere Bedingung erffillt ist, Wir haben:

Rf/xol = inf 7: x?/x/

oy

.
Hach IV kann man solche endliche Punkigruppen
n- n

1
1,..,,xpn mit /x ,xi/<?*~ fr i -1, 2,¢.e,ih ?&,

wihlen, dass

uy [xo/ = Qmsup f /x‘

i<p, :
| Biléen'wir jetzt die !alge x;,,..,x_y, Kyaeee
und bezeichnon ihre Elenente, &cr ‘Reihenfolge naeh, oy

it x » k . 1 2,¢.4,80 hah

t 2

also die Funktion t/x/ ist wirklich‘nach oben halb-
stetis toT S
 Auf ahhliche'Weise kdnnen die nach unten haleJ
. stetigen Funktionen charagxeriéieff werden, Daraus
ergibt sich: eine Funktion f/x/ ist dann und nur .
dann stetig, wenn sie nach oben und nach unten halb=-
stetig ist, |
Aus Satz1% ergibt Uch unpittelbar der folgende
Satz 19 . Fiir eine nach oben halbstetige Funke
abgeschlossen, | |
Satz20 , Ist der Raum X kompakt, so ist jede

oS P W GR W we ms
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endliche und nach oben h&lbstetige Punktion f/x/ nach
oben beschrinkt, »

Beweis, Wirde f/x/ nach oben nicht bescbrankt
sein, “so konnte man nach IV eine Folge { nS angeben
[die man gegen ein bestimmtes x, konvergent voraus-
setzen kann/ fiir welche sup f/xn/- + oo ist, Danmn
wiirde aber auch f/x [= + &0 sein,

Hilfseatz, Ist der Raum ¥ separabel fals topo-

T K 2 2 K _N % 3 -ﬂ

logischer Raum, vgl, 5 1/ und ¥ ,¥, /y 71/ zwei

Elemente disses Raumes, so ax1at19rt eine monoton wach-
- sende, stetige Funktion y/t/, 0 =< t< 1, deren Werte

imkHaume Y liegen und fiir welche gilt y/o/-y

y 11/ = ylg ly;g,r,, S g e

~ Beweis. Durch tranfznite Iaéuktlan kann man

[mit ﬁ;i§;—;en VII/ leicht eine Honga y angaban,dia

geordnat ist /d;h. alle ihre Elenente sind vorgleichb§2

, nur aus Eleuenten, die )y nﬁdSyi sind, besteht

und in keiner grésseren Menge dieser Art enthalten

ist, Nun ist beka&it " dasqﬁn diesem Falle eine ume

kehrbar eindeutige Zuordnung der,Elemeﬁie der Menge
Y, und der Zahlen der Strecke /0,31/ existiert, bei
"Gér die Beziehung < erhalten bleibti,

Auf diese Weise bekowm®n wir eine monoton wach-
sende Funkt1on y= y/t/; wir haben of fenbar y/O/-y "
y/1/ = yl. Diese ~ Funktion ist stetig, denn aus
ihrer Definition folgt, dass t—>t mit v/t /~a>y/t/\ﬂ
gleichbedeutend ist,

satz 21 . Sind die Raume I und ¥ separabel,

L 2% X X ]

- M S G W S e Y e IR NS Sw AR R ER S S e T

22/43 VglJz.]B.zHaus dorff,‘ldengenlehre ’}vz"’ﬂ’ Aufl? ,S ;52"
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so kann jede nach oben halbstetige Funktion f£/x/ als
ein Grenzwert einer abnehuenden Folge von stetigen
Funkiionen \fk/t/ dargestellt werden,

-_— G A e e e

Folge, Wir setzen

Yn,i * SuP f/x/;
/xn’x/ i
Dann konnen wir, unter Benutzung des Hilfssatzes,

/t/,

eine stetige und monoton wachsende Funktion y

n,i
0=st<1 bilden die im Intervall [5, .,.3...
i+1
b 3oy [
gleich In,i ist, im Intervgl H‘ i von
Yn,i bis + oo widchst und fir t =2 -i gleich +o=

ist. |
"~ Die Funktionen bt

Sn,1 [x/ r’yni */x«x/) |
sind stetig wund f/x/ Wir bilden die ebenfalls
stetlgen Punktionen

il kns

die auch = f /x/ sind und mit wachsendem k abneh-
men, Fiir jedes x und jedes ganze i kann man
n = nf/i/ so wihlen, dass /‘x,xn/_,<; i , wird; da=-

i+1
raus folgt

£ Jx/= 3, ;meup t/x'/< sup t/x’/
n: / nl/}xlst /Xx’<-zz-
und fiir Genﬁgend grosse k auch 30 [x/ <gup f/x
Wir haben demzufolge lim j" /x| = M, [x/= })/
lim lfk/x/- £/x/ und unser Satz ist beweisen,
Sat222 /Elnschubungssatz/ Ist £/x/<< g/x/,

-—-n--ﬂ-

also
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wo ff/x/ eine nach oben halbstetige, g/x/- eine nach
nach unten-halbstétige Funktion ist, so gibt es eine
stetige Funktion Y/x/, die der Ungleichung genfigt
t/x] = W/l = glz/. ._
Hier wird vorausgesetzt, dass der Raum ¥ ausser
den bisher benutzten Axiomen auch noch Vb erflllt
/stark distributiv ist/. )

Beweis, Nach Satz24 gibt es zwei Folgen stetiger
Funkt%gg;g- {fn/x/} %? /xlg von denen die erste
monoton abnshmend gegen f/x/ konvergiert, die zweite
- monoton wachsend gegen g/x/. Wir bilden die folgen-
den stetigen Funktionen

Yulxl = g/l ; )"2/1:/'3@ /gllx/,f/x//
Allgemein sei gesetzt

(9. Yo5.,/x/=int };_1 o/, gilx 3 fos/xl=sup [ Fo;_o/x/ f@/«
’f;’}‘/ U “ IEY

Wir haben /hier und weiter werden zur Abkirzung

die Argumente unter den Funktionszeichen weggelassen/

Lf21>‘f21 1? giq;1>g >“f2; 19 also ist

anf’ inf( Lfai 3i+1) b0.21--1

Ahnhch beweist man aucb die Ungleichung 7’21<7§

wlp WD B0 G W Gu B WS W IS G WS ST G NP SN G SN R S WD N0 Gn B

x/ Die hier be%Etzt%_Bewelsform /Vgl H, Hahn Rlolle
Funktioneq;§:25§7/kann auch in anderen Fillen von
Nutzen sein; wan vgl,z,B.die Arbeit von M, Javez,
Classification des §l8ments d°un espace semiordonnd
Berichte der Math.Ges.Charkow,Bd.XV,,1938,5,36-41,
wo der Binschiebungssatze auf diese Weise ohne die
Yoraussetzung, der Raum sei eine Abel°’sche Gruppe,
bewisesen werdén kann,






